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Resumo: Este artigo explora a interpretacdo de De Broglie-Bohm, focando na dindmica de duas particulas sob um
potencial Calogero-Moser com o objetivo de compreender a interpretacdo e a ndo-localidade do sistema,
respondendo a pergunta: como ¢ a dindmica desse sistema na perspectiva proposta? Utiliza-se a equagdo de
Schrodinger com o potencial mencionado, em conjunto com o emaranhamento e os sistemas de miultiplas
particulas, para criar um modelo matematico a fim de realizar a analise das trajetorias com um simulador open-
source. Como resultados, tem-se uma visdo geométrica e matematica do emaranhamento e a abordagem de Bohm
na mecénica quantica.
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Abstract: This article explores the De Broglie-Bohm interpretation, focusing on the dynamics of two particles
under a Calogero-Moser potential with the aim of understanding the interpretation and non-locality of the system,
answering the question: What are the dynamics of this system from the proposed perspective? The Schrodinger
equation with the mentioned potential is used, in conjunction with entanglement and multi-particle systems, to
create a mathematical model to perform trajectory analysis with an open-source simulator. The results provide a
geometric and mathematical view of entanglement and Bohm’s approach to quantum mechanics.
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Resumen: Este articulo explora la interpretacion de De Broglie-Bohm, centrandose en la dindamica de dos
particulas bajo un potencial de Calogero-Moser con el objetivo de comprender la interpretacion y la no localidad
del sistema, respondiendo a la pregunta: ;jcoémo es la dinamica de ese sistema desde la perspectiva propuesta? Se
utiliza la ecuacion de Schrodinger con el potencial mencionado, en conjunto con el entrelazamiento y los sistemas
de multiples particulas, para crear un modelo matematico con el fin de realizar el analisis de las trayectorias con
un simulador de c6digo abierto. Como resultado, se tiene una vision geométrica y matematica del entrelazamiento
y el enfoque de Bohm en la mecanica cuantica.

Palabras-clave: entrelazamiento; no localidad; Broglie-Bohm; mecénica cuantica.
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Consideracoes Iniciais

A Mecanica Quantica (MQ) ¢ a teoria que descreve o comportamento da matéria e da
luz em escala atomica. Em escalas muito pequenas, os sistemas fisicos se comportam de
maneira diferente de tudo que se tem experiéncia direta. Esses sistemas nao se comportam como
ondas, particulas, nuvens, bolas de bilhar, pesos em molas ou quaisquer outras coisas que ja se
tenha visto. A luz, por exemplo, foi inicialmente considerada por Newton como composta de
particulas, conforme discutido em sua obra Opticks (Newton, 1704). No entanto, os
experimentos de Young (1804) demonstraram que a luz também exibe comportamento
ondulatorio. Posteriormente, Einstein (1905) mostrou que a luz pode se comportar como uma
particula em certas circunstancias.

Com o intuito de estabelecer um modelo matematico para a dindmica de particulas
quanticas, Schrodinger (1982) recorreu a analogia entre a mecanica cladssica e a Optica
ondulatoria, em conjunto com a relagao de Planck-Einstein (E = hv). A partir disso, postulou
a forma da equacdo de onda que melhor descreve o comportamento ondulatorio de tais
particulas. A equagdo encontrada utiliza o formalismo de Hamilton-Jacobi, como ponto de
partida para desenvolver a equagdo de onda. A analogia entre a mecanica hamiltoniana e a
optica geométrica foi explorada, a fim de estender a natureza ondulatoria a descricdo da
mecanica de particulas.

Considerando a abordagem estatistica envolvida, ¢ proposta uma regra, que considera
as fungdes encontradas (complexo-conjugadas em sua natureza) como densidades de
probabilidade, considerando o quadrado do modulo da fungdo com peso estatistico. Essa ¢é
chamada de Regra de Born (1926).

Nesse interim, diversas interpretacdes foram propostas com a finalidade de explicar o
mundo quantico, sendo a mais aceita a de Copenhague, com fortes influéncias do Circulo de
Viena dos anos 1920, que tinham ideias positivistas e que influenciaram os catedraticos dessa
interpretacdo, com Bohr como seu expoente maior. Apesar de mais aceita, ela ¢ passivel de
critica, principalmente no que tange ao seu postulado do colapso da funcao de onda (Pinto Neto
2010). Pode-se aqui citar algumas das alternativas conhecidas e usadas em diversas areas, como
a interpretacdo de universos multiplos, das historias consistentes (ou descoerentes), modal e a
interpretacao da onda piloto de Broglie-Bohm (Betz, 2014). Essa tltima sustenta que a fungao

de onda de Schrodinger ¢ um orientador que direciona a particula, cuja localizacdo, embora
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possa ser indetectavel, esta claramente estabelecida em cada momento. (De Broglie, 1927;
Bohm, 1952). Esse trabalho terd como perspectiva a de De Broglie-Bohm, na qual, levando a
uma discussdo sobre a fundamentacdo tedrica da chamada onda piloto, visa-se descrever a
dindmica de duas particulas puntiformes (Broglie, 1927; Bohm, 1952).

Além de toda essa problematica das interpretacdes, ¢ necessario lidar com o que ¢
chamado na literatura da ndo-localidade quantica, inicialmente destacada no paradoxo EPR por
Einstein, Podolsky e Rosen (1935). Esse paradoxo refere-se ao fendomeno em que as medigdes
em sistemas quanticos multipartidos ndo podem ser explicadas por variaveis ocultas locais, que
ndo se encaixam na noc¢ao classica de realismo local. O teorema de Bell (1964) formalizou essa
questdo ao demonstrar que as previsoes quanticas violam as desigualdades de Bell, implicando
que qualquer teoria que busque substituir a mecanica quantica (MQ) deve abandonar o realismo
local. Essas violagdes foram comprovadas experimentalmente, em uma série de testes das
desigualdades de Bell (Aspect; Dalibard; Roger, 1982; Rowe et al., 2001; Hensen ef al., 2015;
Giustina et al., 2015).

A nao-localidade surge tanto no contexto da MQ quanto na mecanica bohmiana (MB).
Na MB, a nao-localidade se manifesta por meio da fun¢do de onda, que guia as trajetorias das
particulas e depende da configuracdo global do sistema, independentemente da distancia entre
as particulas (Holland, 1993).

Dois trabalhos se destacam nesse sentido. Diirr, Goldstein e Zanghi (1992) argumentam
que a aleatoriedade na MQ emerge da MB, uma teoria deterministica. A distribuicao inicial das
particulas leva a incertezas que concordam com as previsdes quanticas. O artigo introduz o
conceito de equilibrio quantico e sustenta que a incerteza quantica € inevitavel, mesmo em um
universo deterministico, e estd de acordo com o principio da incerteza de Heisenberg. Ja o
trabalho de Rafsanjani et al. (2024) investiga a interferéncia ndo-local no tempo de chegada de
pares de 4&tomos emaranhados, similar a interferéncia observada em distribui¢des de posicgao.
Usando um experimento adaptado da dupla fenda e de um tratamento bohmiano, os autores
demonstram uma relagdo de complementaridade entre as visibilidades de interferéncia de uma
particula e de duas particulas na distribui¢do temporal. Os resultados indicam que essa
interferéncia temporal ndo-local ¢ um comportamento universal em sistemas quanticos
entrelacados, que abrem novas possibilidades para testar distribui¢des de tempo de chegada na

teoria bohmiana.
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Nota-se que a pesquisa dos fundamentos da MQ ainda ¢ proficua, com diversos
problemas em aberto. Tanto as discussdes sobre as interpretacdes quanto a formulacao
matematica estdo em alta devido aos avancos da computagdo quantica, otica quantica e das
interpretagdes cosmoldgicas atuais (Pinto Neto, 2010). Sendo assim, ¢ interessante destacar o
conhecimento tanto epistemoldgico quanto pratico desses principios basicos, nessa abordagem
escolhida como alicerce do trabalho. Logo, uma simulagdo computacional ¢ adequada para uma
compreensdo geométrica, pois os objetos aqui utilizados tém um grau de complexidade elevado.
Ademais, como uma pesquisa de base estd bem relacionada a uma pratica que dialoga com o
ensino e a pesquisa, trazendo alternativas pedagogicas para discussoes na educacao superior,

mais especificamente nas disciplinas de MQ no contexto do bacharelado em Fisica.

Metodologia

O objetivo desse trabalho ¢ analisar a dinamica de dois sistemas quanticos (de fato
particulas) submetidas a um potencial do tipo Calogero-Moser na perspectiva de Bohm, que
propos um modelo que permite calcular a velocidade e posicdo de um sistema quantico,
subsidiado pela onda piloto. Para compreender, do ponto de vista geométrico, foi utilizado um
simulador open-source da plataforma Wolfram Demonstrations Project para demonstrar os
graficos das “Trajetorias surrealistas” (Holland, 1995; Wolfram, 2023).

Na sequéncia, sera feita uma fundamentacdo tedrica com foco nos aspectos
fundamentais da MQ de Bohm, na definicio de espaco de Hilbert ¢ do emaranhamento,
fechando com o estudo dos sistemas de muitas particulas no contexto de Bohm. Na modelagem
matematica, feita com base na fundamentacdo teodrica, a equagdo de Schrédinger com o
potencial de Calogero-Moser foi proposta, com sua solugdo escrita em termos de polindmios
de Laguerre com uma configuracdo correspondente. Ao final, foram feitas as andlises
geométricas utilizando o applet na plataforma Wolfram Demonstrations Project, que dé as
trajetorias e velocidades das particulas. Dessa forma pdde-se vislumbrar tanto o
emaranhamento quanto a abordagem de Bohm da MQ.

Faz-se importante finalizar, ressaltando as inter-relagdes entre MQ, emaranhamento e
caos. No campo da mecanica quantica, a mecanica bohmiana oferece uma perspectiva tnica ao
introduzir o conceito de trajetorias deterministicas para particulas guiadas pela funcao de onda

(Wisniacki; Pujals, 2005). Essa natureza deterministica permite um exame detalhado do
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entrelacamento quantico dentro do framework bohmiano. O entrelagamento, um aspecto
fundamental da mecanica quantica, foi explorado na mecanica bohmiana, mostrando como as
dindmicas entrelacadas exigem a consideracdo de multiplas configuragdes interativas de
particulas bohmianas (Elsayed; Melmer; Madsen, 2018). Isso destaca a relagdo intrincada entre
as trajetorias bohmianas e o entrelacamento em sistemas quanticos (Tzemos; Contopoulos;
Efthymiopoulos, 2019). Além disso, a teoria do caos também encontrou seu lugar na mecanica
bohmiana, esclarecendo o comportamento das trajetorias bohmianas. A emergéncia do caos nas
trajetorias bohmianas foi associada aos repetidos espalhamentos das trajetorias com pontos
especificos, como pontos nodais e X, dentro do sistema (Tzemos; Contopoulos;
Efthymiopoulos, 2016). O estudo de trajetérias cadticas e ordenadas na mecanica bohmiana
forneceu uma ideia sobre a dindmica do equilibrio quantico e o estabelecimento de regras
probabilisticas sem a necessidade de postulacdo (Tzemos; Contopoulos, 2021; Contopoulos;
Efthymiopoulos, 2008). Além disso, a interag@o entre o caos quantico e a mecanica bohmiana
tem sido objeto de interesse, com investigacdes sobre a distingdo entre a mecanica bohmiana e
a mecanica quantica convencional por meio da lente da teoria do caos (Ivanov et al., 2019). A
presenga do caos nas trajetdrias bohmianas foi associada a geracdo de pontos criticos, como
pontos nodais e X, que sdo fundamentais na indugdo do caos dentro do sistema (Tzemos;
Contopoulos, 2023). Essa conexao entre o caos € 0s pontos criticos ressalta a relacao complexa

entre a dinamica dos fluxos quanticos bohmianos e a manifestacao de comportamento caotico.

Fundamentacio Tedrica

Dentro do processo significativo de compreensdao e critica da interpretacdo de
Copenhagem da MQ, indaga¢des foram suscitadas por Einstein, Podolsky e Rosen (1935) a
respeito da completude da Mecanica Quantica (MQ). Antes de tudo, o emaranhamento quantico
¢ um fenomeno em que duas ou mais particulas estdo correlacionadas de forma inextricavel,
mesmo que estejam separadas por uma grande distancia. Pode-se destacar que, enquanto na
correlagdo classica as propriedades das particulas estdo previamente determinadas — realidade
preexistente — no emaranhamento, as particulas ndo possuem estados definidos antes da
medi¢do, estando em uma superposicao de estados. A medi¢cdo de uma particula emaranhada
define instantaneamente o estado da outra, independentemente da distancia, evidenciando uma

correlagdo que nao pode ser explicada por mecanismos classicos (Schlosshauer, 2007).
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O paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen (1935) baseado na ideia do emaranhamento
quantico argumenta que, se a mecanica quantica ¢ correta, entdo as particulas entrelacadas
devem ter propriedades ocultas (chamadas variaveis ocultas) que determinam seu estado antes
de serem medidas. Essas varidveis adicionais deveriam restaurar a causalidade e a localidade
na teoria. Contudo, Bell (1964) publicou um artigo mostrando que, se existirem as variaveis
ocultas, entdo elas devem obedecer a certas desigualdades. Essas desigualdades, conhecidas
como desigualdades de Bell, foram testadas experimentalmente varias vezes, e sempre foram
violadas (Aspect; Dalibard; Roger, 1982).

Historicamente, ¢ sugerida uma interpretacdo da teoria quantica em termos justamente
dessas variaveis “ocultas” permitindo uma descri¢do precisa e continua de todos os processos,
mesmo ao nivel quantico. Bohm (1952, 1957) nao aceita as interpretagdes originais da MQ pela
Escola de Copenhague, tendo um olhar ndo-relativista envolvendo as variaveis ocultas, em que
as particulas descrevem trajetérias a partir de uma funcdo de onda, tornando a descri¢ao
indeterminista para determinista. No formalismo bohmiano, as variaveis ocultas sdo tratadas
como as condigdes iniciais do sistema, o que mantém o carater probabilistico da mecanica
quantica. Isso implica que, mesmo com o uso dessas varidveis, ndo ¢ possivel determinar com
certeza qual das solu¢des da equacdo de trajetoria descreve a particula em uma instancia
experimental especifica (Diirr; Goldstein; Zanghi, 2013).

Dentro dessa proposta, para a mecanica quantica nao-relativistica (MQNR), Brohm
(1952, 1957) considerou os sistemas fisicos compostos por particulas pontuais, descrevendo
trajetorias quanticas no espaco. O interessante ¢ que a formulagdo bohmiana ndo descarta a
equagao de Schrdédinger, mas faz o acoplamento do conjunto de equagdes diferenciais de
primeira ordem, no qual se apresenta uma espécie de perspectiva newtoniana para uma particula
quantica.

Conforme Siqueira-Batista e Helayél-Neto (2008), a interpretacdo de Bohm para a
mecanica quantica foi negligenciada devido a ndo-localidade e ao determinismo classico. No
entanto, o interesse por ela se renovou, pois os debates sobre o determinismo continuam ¢ a
ndo-localidade ndo ¢ mais um problema tdo grande, especialmente com teorias como a das

cordas, que nao sao locais (Polchinski, 1998).
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Mecanica Quantica de Bohm
A partir da equagdo de Schrédinger que modela a dinamica das particulas em sistemas
quanticos escrita como (Cohen-Tannoudji; Diu; Lalog, 2019):
2

ih%kp(?, t) = (—zh—mvz + V(#, t)) Y(#t) (1)

sendo h a constante de Planck reduzida, W(#,t) a fungdo de onda complexa que descreve o

estado quantico do sistema, m a massa do sistema estudado e V? o laplaciano:

Vi= i + i + i 2
T 0x2 0y?  0z% (2)

A Regra de Born estabelece que a densidade de probabilidade p(7,t) associada a
posi¢do 7 de uma particula em um sistema quantico é dada pelo quadrado do modulo da fungdo
de onda W(#,1)5:

p( 1) = Y@ )P L) = [YFE D% 3)

Essa densidade de probabilidade possui as seguintes propriedades importantes a serem
enunciadas:

e A densidade de probabilidade p (7, t) é sempre positiva e ¢ um niimero real, uma
vez que ¢ definida como o quadrado de um ntimero complexo;

e A fun¢do de onda deve ser normalizada, o que significa que a integral da
densidade de probabilidade sobre todo o espago tridimensional deve ser igual a
1, garantindo que a particula seja encontrada em algum lugar do espago. Essa

condicdo ¢ expressa matematicamente como:

[o9)

j W@ t)|2dV = J Y(#E )W AV = j p(7,£)dV 4)

—00

Sendo dV o elemento de volume no espaco tridimensional.

A normalizagdo assegura que a soma de todas as probabilidades possiveis de encontrar
a particula em qualquer ponto do espaco seja igual a 1, como esperado de uma distribui¢ao

probabilistica. Precisa-se destacar também a equacdo da continuidade:

d 5
ap(?,t)+v-](1—",t) =0 (5

5> Como a funcdo de onda é complexa, precisa-se da contraparte complexo-conjugada ‘P(F, t)*.
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Sendo:

Tr= —_ h e~ * * _E =
J@ 1) _z%[ww Yy VY| —mIm[‘IJ vy (6)

A densidade de corrente f (7, t) escrita em termos da fun¢do de onda.
Sendo assim, para ser falado sobre a onda piloto de forma breve, pode-se associar a
continuidade (5) com as equacdes (3) e (6) em uma perspectiva da mecanica dos fluidos,

obtendo o campo vetorial de velocidades do fluido.

J@EY R [PV A V(1)

b m O m D ™

v(7,t) =

Pinto Neto (2010) explica que De Broglie propds uma alteragdo fundamental nos
principios da mecanica newtoniana, na qual toda particula, independentemente de estar livre ou

nao, tem sua velocidade determinada por uma onda, conforme descrito na eq. (8).

Forma polar da funcio de onda e postulados de De Broglie-Bohm

Para compreender o conceito de particula em mecanica quantica e os postulados de De
Broglie-Bohm, escreve-se a fungdo de onda em sua forma polar, decompondo a funcao de onda
em duas partes: uma parte relacionada a amplitude da funcdo (intensidade) e outra parte

relacionada a fase (ou oscilagao):
N - iS(7, 0)
W, 6) = VoD exp ( ; ) ®

Sendo +/p (7, t) a amplitude real e S(#,t) a fase da fungio de onda. Esse formato polar

da funcdo de onda permite visualizar a fungdo como algo que possui uma magnitude e uma
fase.
Agora, ao expandir essa fun¢do de onda, pode-se expressa-la em termos de suas partes

real e imagindria:

W@ 0 = Ui ) + i@ D) = Vo, 0) cos (5 @, ”) + /PG D sen (5 # t>> ©

h h

Com a fase da fun¢do de onda expressa como:

1
S/h = tan™ (Yo /Uy) = z—ilog(ll.l/lll*) (10)
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Relacionando-se com a razao entre as partes imaginaria e real da funcao de onda. Para
ir na dire¢do da dinamica da onda-piloto com o auxilio do formalismo de Hamilton-Jacobi,
utiliza-se a forma polar da fun¢do de onda dada pela eq. (5), inserida na equagdo de Schrodinger

(1), pode-se encontrar duas equagdes diferenciais parciais:

s 1 r2 v (VoG D))

=t [vs( D] - oD +V(#D) =0 (11)
Ipt) - [ VSED\
T+V.<pT>_ (12)

O formalismo de Hamilton Jacobi, em conjunto com o conhecimento de mecanica dos
fluidos, providencia uma relagdo que o momento p e a velocidade ¥ sdo:
B =md=VSFt) (13)

Pode-se, enfim, enunciar os postulados de:

1. Um sistema fisico individual consiste em uma onda que se propaga no espago € no
tempo, juntamente com uma particula pontual que se move continuamente sob a
orientacdo dessa onda.

2. A onda ¢é descrita matematicamente pela fung¢do W(#,t), que é uma solugdo da
equagado de Schrodinger.

3. O movimento da particula ¢ dado pela solugdo 7(t) da guidance equation:

d VS(#,t)

%r(t) = <_m >;=,¢(t) . (14)
Com a condig¢do inicial 7(0) = 7 especificada para resolver essa equagdo, € que
com diferentes valores de 7, tem-se um conjunto de possiveis trajetorias para a
particula.

4. A probabilidade de que uma particula esteja entre 7 € 7 + d7 no tempo t é dada por
p(7,to)d3r. Esse postulado seleciona, entre todas as possiveis trajetorias, aquelas
compativeis com a distribui¢do inicial de probabilidades.

Esses postulados formam a base de uma teoria causal do movimento de particulas, na

qual o aspecto probabilistico ¢ secundario e subsididrio a uma descri¢do causal dos processos

individuais.
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Voltando a ateng¢do a equagao (11), pode-se notar que o formalismo de Hamilton-Jacobi

traz um novo potencial:

Lo thz(«/p(ﬁt))
o o oy

Esse potencial vai proporcionar uma equacdao de movimento newtoniana escrita como:

= d2 N — —
F=m—5f =-W-VQ. (16)

(15)

Nesse contexto, o potencial quantico introduz uma “forca adicional” a componente
classica, que guia o movimento da particula de acordo com a equagdo bohmiana. Diferente do
formalismo classico, que requer tanto posicoes quanto velocidades iniciais, o formalismo
bohmiano precisa apenas das condigdes iniciais de posi¢do, pois as velocidades sao
determinadas diretamente pela fun¢do de onda, conforme a equagdo de trajetoria de primeira
ordem. Além disso, apesar de se ter as trajetdrias determinadas pelas condi¢des iniciais, a
incerteza do observador se deve a falta de conhecimento sobre essas condi¢des, ndo por um
carater nao deterministico. Essas condigdes iniciais, embora ndo observaveis, seguem uma
distribuicao de probabilidade descrita pela regra de Born no instante t = 0, conforme a
hipotese de equilibrio quantico ou de tipicidade (Holland, 1994). Essa hipdtese garante que,
assumindo uma distribuicdo inicial tipica das posicdes, as previsdes estatisticas da teoria
bohmiana coincidem com as da mecanica quantica convencional, como estabelecido pelo
principio da equivariancia. Conforme demonstrado por Diirr, Goldstein e Zanghi (1992,
2012), aregra de Born permanece valida ao longo do tempo, a partir da hipotese de tipicidade
e da equacdo de continuidade, oferecendo uma interpretacao, estatisticamente, consistente da

mecanica quantica.

Espaco de Hilbert e emaranhamento
Sabe-se que o primeiro postulado da MQ ¢ a proposta matemética sobre um estado
quantico. A proposta ¢ que um estado quantico ¢ descrito por um vetor de estado unitario no

espaco de Hilbert H', que € um espaco vetorial complexo (Cohen-Tannoudji; Diu; Lalog, 2019).
H={l)/ @Pl) =1} : H x H - C} (17)
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Seguindo esse raciocinio e introduzindo com a discussdo no espacgo de fase, esse estudo
observa o aspecto da MQ de sistemas compostos. As particulas possuem seu proprio espaco de
fase H; e H,, com bases® {|m(1)>},m =12..¢ {|n(2))},n = 1,2 ... respectivamente, com
seus produtos internos hermitianos bem definidos. Contudo, sistemas compostos de duas
particulas sdo construidos tomando o produto tensorial de seus espacos de Hilbert
H = H,Q@H,. Um vetor de estado |) que pertence a F € escrito:

) = z Cmn|m®) ®|n?) = z Cmn|m®Pn®) (18)

mn mmn
Sendo ¢, = (M®n@|y).

O que constitui a base para o espaco produto, levando a um produto interno na forma:
(m(l)n(z) |m1(1)n1(2)> = <m(1) |mr(1)> <n(2) |nr(2)> =8, 18, (19)

Sendo §;; o delta de Kronecker definido como §;; = 1 € §;x; = 0. Tomando outro vetor

de estado |Y') € H, o produto interno é dado por (Piza, 2009).
B =) Ciunlmn = (WD’ 20)
mmn

Definindo entdo a normaliza¢ao do vetor de estado de H como:

W) = [emal =1 (21)

Pode-se perceber o estado emaranhado, tomando como base, um sistema composto, ou

seja, um sistema emaranhado ¢ sempre escrito como produto tensorial dos estados individuais.

Esse estado emaranhado ¢ destruido quando existe o processo de medi¢cdo (Cohen-Tannoudji;

Diu; Lalog, 2019). Para esclarecer de forma categdrica o que significa um sistema emaranhado,

define-se: se um estado [}, que faz parte do espago de Hilbert H, ®Hp ¢ chamado de
fatoravel se:

V) = 10),®l@), 5 [P, €EHa @)y €Hp (22)

Se nao ¢ possivel ser fatoravel, ¢ chamado de emaranhado. Exemplificando, definindo

dois vetores de estados [1), e [1)), escritos como superposigdo de vetores de base {|0),|1)} na

forma:

6 Considere a notagdo aqui como m( os nimeros quénticos da particula 1 e n® os nimeros quénticos da
particula 2.
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[¥), =mol0) + my[1) , ), =nol0) +nyl1) (23)
Tem-se um estado fatoravel (ou separavel) se for possivel escrever:

)1, = [¥),®lY), = (me]0) + my[1)®(100) + n4[1))

W), = Mun,|00) + myny|01) + myng|10) + myn,|11) (24)
Exemplos de estados emaranhados sao os chamados estados de Bell:
|00) + [11) |01) +|10)
lp*)=—F—, |[¥H)=—-—"F"— (25)
2 2

Esses ndo podem ser escritos na forma separavel, pois ndo existe solugdo para o sistema
de equacdes que surge ao estudar os coeficientes e suas relagdes. Agora, precisa-se de um
formalismo que permita calcular a dindmica desses estados emaranhados. Faz-se, para isso,
uma abordagem classica, na projec¢ao do espaco de Hilbert no espaco das coordenadas, levando

a uma EDP semelhante a equacao (1).

Sistemas de muitas particulas
Para definir um sistema com n particulas precisa-se construir uma fungao de onda unica,
que tenha a informacao de todas as particulas. No formalismo padrdo, o estado puro com n

particulas pode ser definido como (Holland, 2004):

l) = f dx1dxy ... dxg PRy, Xp, oo, X)) |%1) | X5) oo |%) (26)

Sendo Y (X1, X3, ..., Xp) = (X1, X3, ..., Xn|W) € |X;) é 0 autoestado de posi¢do de uma i-
¢sima particula. A evolugdo temporal desse estado também ¢ a equagdo de Schroedinger,
escrita na notagao de Dirac:

Hlyp) = Ely) (27)

Para um sistema com duas particulas, que constitui a base do trabalho, faz-se de forma

adequada. As equagdes de movimento, projetadas no espago das posicdes sao:

n 2

a J_C) JJ_C) ) rJ_C) lt h Y - ] -
A Y (%, ;t ) — [_Z<—V12> + V (X1, X3, vy Xy, t)] WYXy, Xg, oo, Xy t) (27)

i\ 2m;
i=1

Sendo a massa m; da i-ésima particula e V? o operador laplaciano em funcio da posicao
de cada particula. Da mesma maneira feita anteriormente, indo na dire¢do da dindmica de uma

onda-piloto reescreve-se:
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- > - - > - i - > -
W(Xy, Xgy ooy Xy t) = R(Xq, X5, oo, Xy t) expgS(xl,xz, vy Xy ) (28)

levando as equagdes em funcdo das coordenadas (¥4, X5, ..., Xp, t):

& ((7s)”
aﬁZ(z tQ+V =0 (29)

i=1

2 2 25
R . (R%US

i=1 L

Com o termo Q definido como:

n

hz
e= _Z (Zm RV2R>

l=

Interpretado aqui como a energia potencial quantica para n particulas. Os proximos

passos sao semelhantes aos ja definidos anteriormente.

Modelagem matematica: particulas submetidas a um potencial de Calogero-Moser
Realiza-se operagdes em um dos simuladores dos projetos na plataforma Wolfram para

interpretar geometricamente como se d4 a analise bohmiana (Bloh, 2016). O simulador utilizado

descreve a dinamica de um sistema com um potencial de interacdo do tipo Calogero-Moser,

aqui ja definido para duas particulas com posicoes x e y:
V(ix,y) = (x + Yx) + <y2 +%) (31)

Com duas constantes de acoplamento y, € y,. Esse potencial ndo acopla diretamente as

duas particulas, ou seja, ndo existe termo cruzado entre x e y. Ele pode ser interpretado como
um potencial com duas contribui¢des, sendo uma do tipo oscilador harmonico e outra do tipo

coulombiana de grau 2. Inserindo o potencial na equacdo de Schrodinger tem-se:

h? (0% 92 Y. % P
_ 2 4 X 24 = iR —
[ 2m, <ax2 + ay2> + (x + xZ) + (y + 3’2)] Y(x,y,t) = ih atl‘b(x'y’ t) (32)

O simulador em questdo foi escrito com a escolha de valores y, =y, = 2 para as
1 , N
constantes de acoplamento, m,, = > paraamassa das particulas e A = 1. Essa equagao descreve

a dinamica de uma funcao de onda geral, que contém contribui¢des de duas particulas. Para ter
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estados emaranhados, precisa-se de alguns critérios. Para isso, construiu-se uma funcao de onda
1) com os parametros a € R e uma fase § € R na forma:
P(x,y, t) = eOggeEoot ey, e7tEort 4 g, e~ tFr0l 4 gy e Euat (33)
Para continuar, faz-se necessario relembrar que se estd resolvendo uma equacdo
diferencial parcial, e a dindmica de solucdo usada aqui ¢ a separagao de variaveis (ver apéndice).
Nessa categoria de potencial, a solucdo € escrita em termos de polindmios de Laguerre

associados:
1 x? 1 y? »
wnx,ny (x' y, t) = (xax+§e_7 LZ’; (x2)> <yay+§e_7 Lj?;/ (y2)> e lEnx.ny t (34)

Sendo Lfl’; (x?) e Lff; (v?) polindomios de Laguerre associados na representagdo da

formula de Rodrigues:
xx—k ar
n!  dxm

As constantes,

L () = 2 (e¥x7+K), (35)

1 1 1/2
a, = E(l + 4y, )1/% a, = 5(1 +4yy) (36)

Usando essas ferramentas que vém da solucdo das equacdes diferenciais parciais, os

autoestados de energia sao dados por:

Enymy, = 4(ny + 1y + 1) +2(a, + ay) (37)

Para que haja emaranhamento, precisa-se voltar a equagdo (24) e comparar com a
autofuncdo. Aqui precisa-se considerar que, apesar de ndo se ter um critério consistente para
verificar se as autofuncdes representam estados emaranhados (Sun; Zubairy, 2012) apds os
calculos da velocidade, tem-se um indicativo de emaranhamento baseado na constante a. A
literatura atual possui critérios com o uso da matriz densidade e com vetores no espago de Dirac
sob certas circunstancias, mas com funcdes de onda ainda ndo existe nada categdrico (Sun;
Zubairy, 2012).

Considera-se as posigdes iniciais das particulas para x, e y, para escolha livre das
particulas na integragdo numérica das velocidades dessas, a partir da eqgs. (10) e (14). As
velocidades v, € v), das particulas 1 € 2, respectivamente, possuem uma dependéncia explicita

de x,y,48,a e t, e podem ser vistas no Apéndice 2, nas equagdes em (Al).
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Por fim, vé-se na proxima se¢ao uma simulagao que mostra o movimento no espago de
configuragdo, no espago real e no espaco de fase, de modo que o espaco de fase consiste em
todos os valores possiveis das varidveis de posicdo e velocidade (Bloh, 2016). O grau de
entrelagamento ¢ representado pelo parametro a.

Para a = 1, a fun¢do de onda ¢ fatorizavel no espaco de configuragdo. O movimento ¢
periddico e as particulas se comportam independentemente uma da outra. A posicao inicial de
uma particula ndo afeta o movimento da outra particula, ou seja, ndo ha emaranhamento.

Para a =0, o movimento das duas particulas se torna emaranhado e cadtico,
dependendo do deslocamento de fase constante §. A posicao inicial de uma particula afeta o
movimento da outra particula no espago real. Contudo, ¢ necessdrio ressaltar que o
comportamento cadtico precisa ser verificado matematicamente, o que nao faz parte do escopo
desse trabalho.

Um fato que chama a aten¢do ¢ que o valor das velocidades no caso de a = 1 sdo
dependentes apenas das posicdes de suas particulas individualmente, revelando um indicio de
ndo-emaranhamento por meio das equagdes:

16x sen(S + 4t)

(20 — 8x2) cos(6 + 4t) + 4(x? —5)x? + 29
16y sen(4t)

(20 — 8 y2) cos(4t) + 4(y%2 —5)y2+29°

v (x,6,t) = (40)

vy(y,t) = (41)

Pode-se perceber também que a velocidade v, ndo depende da fase 8, inserida ad hoc

na resolucao do problema.

Analise dos dados e Resultados: Uso da simulagio computacional e o grau de
emaranhamento

A simulac¢do computacional utilizada para verificar estd posta na plataforma Wolfram
Demonstrations Project, que ¢ uma biblioteca de demonstracdes interativas criadas por usuarios
do Mathematica, verificadas por um comité interno e disponibilizadas na sequéncia no site
(Wolfram, 2023).

A operagdo do applet € livre no ambiente do site. O icone "time steps" pode ser utilizado
para definir até 50 passos do tempo da animacdo. O icone da constante de fase § permite a

variagdo desse fator. O parametro a desempenha um papel fundamental na analise do grau de
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emaranhamento entre as particulas. O icone das posi¢des iniciais das duas particulas possibilita
a defini¢do da posi¢ao inicial. Por fim, a escolha entre a analise da configuracao, no espago de
configuracdo, que observa as coordenadas de posicao, ou no espago de fase, que ja considera a
velocidade das particulas, pode ser feita pelo usuario.

No contexto dessa simulagdo computacional, o espago de configuracao que se utiliza,
refere-se ao espaco bidimensional em que as trajetorias das particulas sao projetadas, sendo
esse um espago geométrico de posicdes. Nesse espaco, os parametros a € § sdo elementos de
modulagado das interagdes entre as particulas.

Em sistemas dindmicos, o caos se manifesta por meio da sensibilidade do sistema as
condi¢des iniciais e da imprevisibilidade das trajetorias ao longo do tempo, mesmo em sistemas
regidos por leis deterministicas. Nesse contexto, a ergodicidade surge como a propriedade na
qual as trajetorias do sistema percorrem a totalidade do espaco de fase disponivel ao longo do
tempo, implicando que cada ponto nesse espago ¢ eventualmente visitado, embora de maneira
imprevisivel. (Lichtenberg; Lieberman, 1992).

Quando se analisa sistemas dindmicos classicos, o fendmeno das bifurcagdes ¢é
frequentemente observado como uma transi¢ao qualitativa entre regimes com comportamentos
distintos, como a passagem de trajetorias ordenadas para cadticas a medida em que pequenos
parametros do sistema sdo alterados (Guckenheimer; Holmes, 1983). No entanto, no caso dessa
simulacdo, as mudangas observadas nas trajetorias das particulas sao mais bem interpretadas
como transi¢cdes entre diferentes padroes de comportamento dindmico, modulados pelo
parametro a, que controla o grau de emaranhamento entre as particulas.

De acordo com a literatura, esse comportamento pode estar relacionado a transi¢ao entre
diferentes regimes, como observado em sistemas bohmianos, em que o caos quantico € o
emaranhamento influenciam diretamente as dinamicas das particulas (Tzemos; Contopoulos;
Efthymiopoulos, 2016; 2019; 2021).

No ambito das equagdes (24) e (33), o emaranhamento ocorrera se a fun¢do de onda ndo
for fatoravel, no qual a superposi¢do quantica produz um estado de produto, pois ocorrerd a
independéncia das componentes de coordenadas no espacgo de configuragao. Para equivaléncia
entre as quantidades, x e v, representam, respectivamente, a trajetoria ¢ a velocidade da

particula azul enquanto y e v, representam, respectivamente, a trajetéria € a velocidade da

particula verde.
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(@) (b) ©)
Fonte: Bloh (2013)

Na figura 1 tem-se 3 graficos com o comportamento das trajetorias com valor igual a 1.
Essa analise ¢ realizada no espaco de fase, levando em conta as coordenadas de velocidade das
particulas. O valor da constante de fase ¢ 1.5, e um intervalo de tempo de 50 unidades. A figura
1(a) possui posi¢des iniciais (1.6,1.2) enquanto as figuras 1(b) e 1(c) possuem posigdes
iniciais (1,1) e (2, 2), respectivamente. Apesar das diferengas nas condigdes iniciais, pode-se
notar geometricamente um comportamento ndo caotico.

O suporte para essa percepcao vem ao analisar os graficos na figura 2, que possui as
mesmas configuracdes anteriores, mas agora no espacgo das configuragdes. Vinculando ao caos
em sistemas bohmianos, percebe-se, pela sugestdo da literatura, a auséncia de emaranhamento
e a nao manifestagdo do efeito da ndo-localidade nesse caso (Tzemos; Contopoulos;

Efthymiopoulos, 2016; 2019; 2021).

Figura 2 — Trajetorias no espago das configura¢des com a = 1

il oo
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Mantendo a fase § = 1.5, varia-se o grau de emaranhamento para a = 0.8 e pode-se
notar uma mudanga nas trajetorias em ambas as configuragdes na figura 3. Mantem-se, também,
as posigdes iniciais: 3(a) possui posi¢des iniciais (1.6, 1.2) enquanto as figuras 3(b) e 3(c)
possuem posigdes iniciais (1,1) e (2, 2), respectivamente. Serd mantida essa configuragéo na

figura 4.

Figura 3 - Trajetorias no espaco das configuragdes e das velocidades com a = 0.8

X

(a)
Fonte: Bloh (2013)

Nesse cenario, pode-se observar pelos graficos o inicio de um comportamento cadtico,
que segundo Tzemos e Contopoulos (2020) o grau de caos depende diretamente da forca do
emaranhamento. Sistemas fortemente emaranhados tendem a exibir trajetérias mais cadticas e
ergodicas, enquanto sistemas com grau de emaranhamento menor tém maior propor¢ao de

trajetorias ordenadas (Tzemos; Contopoulos, 2020).
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Fonte: Bloh (2013)

Na Figura 4, observa-se um comportamento marcadamente cadtico, caracterizado por
trajetorias com certo grau de irregularidade, tanto no espaco das configuragdes quanto no
espaco das velocidades. A auséncia de um padrao previsivel nas trajetérias dessas particulas €

uma caracteristica central do caos em sistemas quanticos (Ott, 2002).

Consideracoes Finais

Esse trabalho foi conduzido com o objetivo de identificar, de forma geométrica, a
dindmica bohmiana de um sistema de duas particulas, com o adicional emaranhamento prescrito
como um ansatz na solucdo da EDP. Inicialmente, apresentou-se diversas interpretacdes da
mecanica quantica, com énfase na interpretagdo de Copenhague, amplamente aceita pela
comunidade cientifica. Ao longo do estudo, explora-se os fundamentos necessarios para
compreender a dindmica de particulas sob a equacdo de Schrodinger com o potencial de

Calogero-Moser.

Rev. Bras. de Iniciacio Cientifica (RBIC), IFSP Itapetininga, v.11, ¢024047, p. 1-28, 2024.

PéginaZO




Y En

o

W&\ brasileira

de miciacao cientifica
ISSN: 2359-232X

Do ponto de vista geométrico, com o uso do applet, foi identificado por meio das
equagoes propostas, com o parametro a inserido ad hoc, que o emaranhamento esta configurado
com seu valor a = 0. Foi observado um comportamento nao-local com algum grau de caos,
levando a conclusdao de que se teria um estado emaranhado, apesar da falta de critérios mais
fortes para ratificar o emaranhamento de fato.

Os graficos mostraram que a posic¢do inicial de uma particula influencia diretamente a
trajetoria da outra, corroborando a ideia de que o emaranhamento quantico condiciona o
movimento das particulas de forma interdependente. Matematicamente, essa interdependéncia
se manifesta quando a fun¢@o de onda ndo pode ser fatorada no espaco de configuragdo, o que
indica que os movimentos das particulas estdo intrinsecamente correlacionados.

Embora se tenha observado indicios de emaranhamento e ndo-localidade, ainda faltam
critérios matematicos mais rigorosos para validar de forma definitiva esses fenomenos em
sistemas quanticos bohmianos. Por isso, futuros trabalhos devem se concentrar no
desenvolvimento de ferramentas analiticas mais robustas para estudar o emaranhamento, além

de investigar o comportamento caodtico dessas particulas.
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Apéndice 1

A equagdo de Schrodinger 2D ¢ dada por:

2 2
I— <% + aa_yz> + (X2 + g) + (y2 + Z]—Z)l Y(x,y,t) = i%lj}(x, y,t)

O objetivo ¢ resolver essa equacao usando o método de separagdo de variaveis. Propde-
se uma fungdo de onda escrita como: Y(x,y,t) = X(x) - Y(y) - T(t). Substitui-se a fungido
separada na equagdo de Schrodinger original:

1 d?X(x) 1 d?Y(y)
I<X(x) dx? + Y(y) dy?

) (2 + L)+ (524 ;—Y)] XY T

Agora, divide-se ambos os lados da equacdo pelo produto X(x) Y(y) T(t) , o que da:

_( 1 d2X(x) 1 dZY(y)> L2 +gx 8 _ . 1 dT(t)

X(x) dx?2 ' Y(y) dy? x? y2  T(0) dt

+y%+

A parte temporal depende apenas de T(t), portanto, pode-se separar o lado esquerdo
(que depende de x e y) do lado direito (que depende apenas de t ). Isso permite separar a
equagdo temporal:

1 dT(t) dT(t)
'To at  © 7 Tt

iE

= —iET(t)

Desse modo, resulta a solucdo T(t) = e ‘£, Agora, concentra-se apenas na parte
espacial da equagao, que depende de x e y. A parte espacial da equagdo, reescrevendo a energia
E=E,+E,:

1 d?X(x)

_ Va 1 d*’v@)  , W
X(x) dx?

2 I — -
X +x2 E, +Ey+Y(y) iy’ y )2

Como os termos que dependem de x e y sdo independentes, pode-se separar essa

equagao em duas equagdes independentes, uma para x e outra para y:

d? Y d? Y
<—@+x2 +x—’;—Ex>X(x) =0, <—d—yz+y2+y—§—Ey>Y(y) =0

Pode-se comparar essas equagdes com a EDO (Abramowitz; Stegun,1965)

o)
N
£
Qo
&
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cuja solucao geral ¢ dada por:

1 1 1
P,(x) = x* 2 exp (— 2 wxz) LEL“) (E wxz)

Sendo LE{‘) os polinomios generalizados de Laguerre, a uma constante dependente de
g, definida como:
1
a, = 5(1 + 29)1/2

e os niveis de energia correspondentes dados por:

E,=w2n+a+1), n=012,..

e obter:
1 x? 1
Xa() = X7 T LIGD), =5 (14 4V
1 y? 1 1/2
RO) =y T T U0D,  ay = (1+4n)
Ep=En, +En,, En,=202n,+a,+1), E,, =2(2n,+a,+1)

Sendo assim, escreve-se a energia como:
En, ny = 4(nx +n, + 1) + Z(ax + ay)

e a fun¢ao de onda como sendo:

1 x2 1 y2 _ .
Wi, (6,3, ) = (x““f e’z L%‘if)(xz)> - <y“y+z e r LEI‘;y)(yZ)) e Byt

Rev. Bras. de Iniciacio Cientifica (RBIC), IFSP Itapetininga, v.11, ¢024047, p. 1-28, 2024.

Pégina27




q=

2@&) L
9.\ brasileira

de miclacao cientifica

ISSN: 2359-232X
Apéndice 2

As velocidades calculadas utilizando o Mathematica foram:

V. .
v, (%, y,t) = vx—" . py =22 (A1)

xd VUxa

Com 08 temos Vyy, Uy, € Vxg cCOMum a ambos:
Ven = 16x((10 — 4y?) sin(8) + (4 + a(5 — 2y?)?) sin(4t + 5)
+ 2a(5 — 2y?)sin(8t + §))

vyn = 16y((4 + a(5 — 2x2)?) sin(4t) + 2(=5 + 2x2)(sin(6) — a sin(8t + 4)))

Veq = a?(5 — 2x2)2(5 — 2y?)? + 8(27 + 2x%(=5 + x2) + 2y%(-5 + y?))
+ 4 cos(4t) (—(4 + a(5 — 2x2)?) (=5 + 2y?) + 20 cos(8))
+4(2(=5 + 2x%)(=5 + 2y?) cos(8)

+ (—8x2 — a(—=5 + 2x%)(5 — 2y?)?) cos(4t + &)
+ 2a(=5 + 2x2)(=5 + 2y?) cos(8t + §)) — 80 sin(4t) sin(5)
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