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Un modelo SIR y lo criterio de Routh-Hurwitz
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Resumo: Os modelos compartimentais sdo utilizados em epidemiologia para descrever a dinamica de transmissio
de doengas. O objetivo deste trabalho ¢ analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio de um modelo
compartimental no qual as taxas de natalidade e mortalidade ndo sdo necessariamente iguais, ¢ a natalidade ¢
dependente do tamanho total da populacdo. Para a analise da estabilidade de seus pontos de equilibrio, aplicou-se
o chamado teste de Routh-Hurwitz. Por completude, apresentou-se também uma prova do teste Routh-Hurwitz.
Com a aplicacdo do teste, concluiu-se que os pontos de equilibrio, o livre de doenca e o endémico, do modelo
compartimental estudado, sdo assintoticamente estaveis.

Palavras-chave: Epidemiologia. Modelos compartimentais. Pontos de equilibrio. Teste de Routh-Hurwitz.

Abstract: Compartmental models are used in epidemiology to describe the dynamics of disease transmission. The
objective of this study is to analyze the stability of equilibrium points in a compartmental model where birth and
death rates are not necessarily equal, and birth rate depends on the total population size. To analyze the stability
of equilibrium points, we applied the so-called Routh-Hurwitz test. For completeness, we also provide a proof of
the Routh-Hurwitz test. Through the application of the test, we conclude that the equilibrium points, both disease-
free and endemic, in the studied compartmental model are asymptotically stable.

Keywords: Epidemiology. Compartmental models. Equilibrium points. Routh-Hurwitz test.

Resumen: Los modelos compartimentales se utilizan en epidemiologia para describir la dindmica de transmision
de enfermedades. El objetivo de este trabajo es analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un modelo
compartimental en el cual las tasas de natalidad y mortalidad no son necesariamente iguales, y la natalidad depende
del tamafio total de la poblacion. Para el analisis de la estabilidad de sus puntos de equilibrio, aplicamos el llamado
criterio de Routh-Hurwitz. Por completitud, presentamos también una prueba del criterio Routh-Hurwitz. Con la
aplicacion del test, concluimos que los puntos de equilibrio, tanto el libre de enfermedad como el endémico, del
modelo compartimental estudiado son asintoticamente estables.
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Consideracoes Iniciais

As doengas infecciosas representam uma ameaga complexa e global para as populagdes
humanas. As numerosas espécies de virus, bactérias e organismos superiores capazes de infectar
humanos mudaram o curso da historia. Na década de 1960, melhorias no saneamento, avangos
no desenvolvimento de antibidticos e programas de vacinagdo fizeram crer que as doencas
infecciosas seriam erradicadas em um futuro proximo. Isso resultou em uma mudanga de foco
das pesquisas para doencas cronicas, como as cardiovasculares e o cancer, nos paises
industrializados. No entanto, novos surtos € pandemias resgataram o interesse no estudo dos
modelos epidemiolégicos.

Em 1968, dez anos apds a pandemia de gripe asiatica, a nova variante da gripe, H3N2,
desencadeou uma pandemia, a gripe de Hong Kong, que matou cerca de um milhdo de pessoas.
A doenca causada pelo virus Ebola foi descrita em 1976, quando dois surtos da doenca foram
identificados na Republica Democratica do Congo e no Sudao do Sul. No inicio dos anos 1980,
os primeiros casos de infec¢do por HIV foram identificados nos Estados Unidos, Haiti e Africa
Central. Nos paises em desenvolvimento, as doengas infecciosas permanecem como as
principais causas de sofrimento e mortalidade. Agentes de doengas infecciosas continuaram a
evoluir, resultando no surgimento de novas doengas e no ressurgimento de algumas ja
existentes. Fatores como interferéncia humana em novos ecossistemas, aquecimento global,
degradacao ambiental, aumento de viagens internacionais € mudancas nos padrdoes economicos
continuam a oferecer oportunidades para doencas infecciosas.

O interesse renovado em doengas infecciosas ¢ impulsionado pelas doengas emergentes
e reemergentes. Modelos matematicos se tornaram ferramentas cruciais na analise da
propagacdo e controle dessas doengas. O processo de formulacdo de modelos esclarece
premissas, variaveis e pardmetros, proporcionando resultados conceituais, como limites,
numeros basicos de reprodugdo, numeros de contato e numeros de substitui¢do. Compreender
as caracteristicas de transmissao de doengas infecciosas em comunidades, regides e paises pode
orientar abordagens mais eficazes para diminuir a transmissao dessas doencas. A modelagem
epidemioldgica contribui para a concepcdo e analise de inquéritos epidemioldgicos, sugere
dados cruciais a serem coletados, identifica tendéncias, faz previsdes gerais e estima a incerteza
nas previsdes (Hethcote, 2000). Uma classe importante de tais modelos ¢ a formada pelos

modelos compartimentais.
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Segundo Brauer, Castillo-Chavez e Feng (2019), modelos compartimentais sao
utilizados para a descricdo de transmissao de doengas. Segundo Rodrigues (2016), o modelo
compartimental SIR foi desenvolvido por Ronald Ross, William Hamer e outros no inicio do
século XX. Os artigos tedricos de Kermack e McKendrinck, entre 1927 e 1933 sobre modelos
de doencas infecciosas, tiveram grande influéncia no desenvolvimento de modelos matematicos
de epidemiologia. Em um modelo compartimental, a populacdo em estudo ¢ dividida em
compartimentos (classes), e sdo feitas hipdteses sobre a natureza e a taxa de transferéncia de
um compartimento para outro. A variavel independente nos modelos compartimentais ¢ o
tempo, representado por (t). As taxas de transferéncia (variacdo da classe) entre os
compartimentos sdo expressas matematicamente por derivadas em relacdo ao tempo. Esses
modelos sdo descritos por sistemas de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs). A escolha de
quais compartimentos incluir num modelo depende das caracteristicas da doencga especifica que
estd sendo modelada e da finalidade do modelo.

Segundo Cronin (1977), uma propriedade qualitativa importante de sistemas de EDOs
¢ a estabilidade estrutural. Em linhas gerais, considera-se um sistema autonomo n -dimensional

x" = f(x), (A)
em que x' denota a derivada da funcdo x(t) com respeito a variavel temporal. Diz-se que (A) €
estruturalmente estavel se pequenas mudancgas em f ndo alterarem a representacdo geométrica
das solucdes de (A). Por exemplo, se (A) tem um ponto de equilibrio x, tal que todas as curvas,
solugdes de (A), que se aproximam de x, o suficiente, também se aproximam de x, quando ¢,
a variavel independente, tende a infinito. Mesmo sem uma definicdo formal de estabilidade
estrutural, ¢ possivel intuir que ela ¢ uma condi¢do razoavel a ser imposta a uma equagao
diferencial que descreve um fendmeno biologico. Ao estudar sistemas de equacdes diferenciais
ordinarias ndo lineares, muitas vezes ¢ Util examinar os autovalores do sistema linearizado
associado. Na analise de estabilidade de sistemas nao lineares, basta conhecer o sinal da parte
real dos autovalores da matriz Jacobiana (ou seja, saber se a parte real € positiva, negativa ou
zero). Um aspecto de interesse na andlise de comportamento de modelos compartimentais € o
estudo de estabilidade de seus pontos de equilibrio. Para esse estudo, utilizar-se-4 o chamado
teste de Routh-Hurwitz.

O critério de Routh-Hurwitz foi desenvolvido independentemente por Routh e Hurwitz

no final do século XIX. Ele consiste em uma abordagem simples, mas poderosa, para
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determinar o numero de raizes de um polindmio que se encontram no semiplano a direita do
eixo imaginario (RHP), sem a necessidade de calcular essas raizes. Através da utilizacdo dos
coeficientes do polindmio e de um célculo simples, uma matriz ¢ construida. Entdo, o nimero
de raizes no RHP ¢ obtido com base no niimero de mudangas de sinal na primeira coluna da
matriz Routh. Em 1877, o Adams Prize prop0s a determinagao de critérios para a estabilidade
de um sistema dindmico. O vencedor foi Edward John Routh. O critério apresentado por Routh
(1877) em seu ensaio A Treatise on the Stability of a Given State of Motion, Particularly Steady
Motion se tornou um marco para a analise de estabilidade de sistemas dindmicos e para a teoria
de controle. Ele ¢ ainda hoje usado por engenheiros em problemas de controle. Segundo Kang
(2016), em 1895, o matematico Hurwitz estabeleceu um critério de estabilidade que analisava
os sinais dos chamados determinantes de Hurwitz. Em 1911, o matematico italiano Enrico
Bompiani provou que os critérios de Routh e Hurwitz sdo equivalentes. O problema da
distribuicdo de raizes de um polindmio desperta o interesse da comunidade académica ha muito
tempo. Ele ¢ crucial em diversas aplicagdes matematicas e de engenharia, como analise
espectral, calculos numéricos, teoria de controle e processamento digital de sinais.

Neste trabalho, analisa-se o modelo proposto por Brauer, Castillo-Chavez e
Feng (2019), em que as taxas de natalidade e mortalidade ndo s3o necessariamente iguais, € a
natalidade ¢ dependente do tamanho total da populacdo. Usa-se o teste de Routh-Hurwitz para

analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo.

Metodologia

Nesta secdo, apresenta-se o teste de Routh-Hurwitz, que serd utilizado na analise dos
pontos de equilibrio do sistema de EDOs associado ao modelo compartimental em estudo. Por
completude, apresenta-se no Apéndice a prova do teste Routh-Hurwitz, combinando e

detalhando as demonstracdes de Bodson (2020) e Meinsma (1995).

Dado um polinémio
p(s) = cos™ + ¢y s™ L+ -+ ¢y, (1)
¢ ER,j=0,..,necy # 0, diz-se que p € estavel se todas as suas raizes possuem parte real

negativa. Para aplicar o teste de Routh-Hurwitz, inicialmente se constroi a tabela de Routh do
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polindmio dado em (1). Suas duas primeiras linhas sdo formadas pelos coeficientes de p(s),

como indicado na tabela abaixo:

s |co ¢ ¢4 cq
s ey 3 s ¢
ST X1 X2 X3 Xy

Os elementos da terceira linha, rotulada por s™~2, sdo da forma

_ €162—CoC3 X, = €1C4—CoCs

X1 = =
1 1 9 2 o >

De maneira geral, os termos 7;; da i -ésima linha sdo dados por

oo
T'j =T- —-2,j+1 Tioq Tl 1,j+1> (l > 2) (2)

O processo é repetido até que se alcance a linha rotulada por s° ou até que algum
elemento da primeira coluna se anule.
Se um polindémio p(s) é impar, existe um polindmio k(s) tal que p(s) = sk(s?) e que
se ¢é par, existe um polindmio k(s) tal que p(s) = k(s?). Além disso, todo polindmio p(s)
pode ser escrito como a soma de um polindmio par e um impar. Bodson (2020) observa que as
duas primeiras linhas da tabela de Routh sao formadas pelos coeficientes dos polindmios
p1(8) = cos™ + 8™ 2 + -1,
p2(s) = ¢+ c3s™3 + o,
Se n € par, p;(s) é par, e p,(s) é impar. Se n é impar, p;(s) é impar, e p,(s) € par. Além disso,
p(s) = p1(s) + p,(s). Define-se o polindmio p;(s) como o resto da divisdo de p;(s) por

p2(s). Isto &,
P = (225) pa() + Pa(6).

A terceira linha da tabela de Routh ¢ formada pelos coeficientes de p;(s). Por um processo
recursivo, define-se os polindmios py (s)
Pr+2(S) = Pr(S) — qk(S)Pr+1(s), k=1,..,n—1.
Os polindomios py (s) sdo da forma
Pi(8) = 18" K 4

em que 7y ; € elemento da k-ésima linha da primeira coluna da tabela de Routh. Tem-se r; ; =

Co» T2,1 = €1 €, para k > 2, por (2),
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Tk—2,1

Tk1 = Tk—2,2 — Tk-1,2-

Tk-1,1

O polindémio g (s), quociente entre py,1(S) € pi(s), ¢ dado por

T
qr(s) = s, k=1,..,n—1.

Os polindmios p;(s) formam uma sequéncia de polindmios que se alternam entre
polindmios pares e impares e tém grau decrescente. Se nenhum 7 ; se anula, lembrando da
alternancia de paridade, os dois ultimos polindmios da sequéncia sido p,(s) = 15,15 (polindmio
impar) e pp4+1(S) = 7411 (polindmio par). Observa-se também que, se pg(S) € Pr+1(S)
tivessem um zero em comum, o resto de sua divisdo (pg4,(s)) seria um polindmio nulo, € o
algoritmo terminaria prematuramente. Vale a reciproca. Diz-se que se tem um caso regular se
nenhum elemento da primeira coluna ¢ igual a zero. Nas demais situagdes, tem-se um caso
singular, e o algoritmo ¢ interrompido prematuramente.

A sequéncia de polindmios py (s), pode-se associar a sequéncia pj () + Py+1(s). Nota-
se que p(s) = p1(s) + p,(s). Levando em conta a alternancia de paridade da sequéncia p; (s),
vé-se que, para montar a tabela de Routh do polindomio p,(s) + pr4+1(S), basta considerar a
tabela de Routh de p(s) a partir da k-ésima linha.

Teorema 1 (Teste de Routh-Hurwitz): Um polinémio p(s) = cos™ + ¢;s™ 1+ -+ ¢, (¢; €

R, cy # 0) é estavel se, e somente se, os n + 1 elementos da primeira coluna da tabela de Routh

31 32 T33
T4 Ta2 T3
Th+1,1

sdo diferentes de zero e tém o mesmo sinal.

A prova do Teorema 1l (ver Apéndice) explora uma ideia-chave: supde-se que
711, -, Tk+1,1 # 0. Nesse caso, a quantidade de raizes com parte real negativa (ou parte real

positiva) do polindmio p,(s) + pr+1(s) € igual a de raizes do polindbmio (1 +
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Q1 (8)) (Pr+1(S) + Prs2(s)) com parte real negativa (ou parte real positiva). Os dois polindmios
considerados compartilham, contadas as multiplicidades, as raizes imaginarias puras.

A prova dessa afirmagao sera feita através de uma homotopia e da alternancia de paridade
da sequéncia de polindmios p, (s). Antes de prosseguir, seguem algumas implicacdes da ideia-
chave:

® Se 7i41,1 = 0 para algum k, entdo p(s) tem ao menos uma raiz com parte real ndo

negativa. De fato, 7,1,1 = 0 se e somente se o segundo coeficiente do polindmio

Pr(8) + Prs1(s) € nulo. Isso implica que a soma de suas raizes da zero. Nem todas as

suas raizes podem ter parte real negativa. Logo, py(s) + Pr+1(S) tem ao menos uma

raiz com parte real ndo negativa. Pelas homotetias, a quantidade de raizes de p(s) com
parte real ndo negativa ¢ maior ou igual a de py(s) + pPr+1(S).

e Reciprocamente, se todas as raizes de p(s) t€ém parte real negativa, a cadeia de

homotetias garante que p(s) é regular. Isto é, 7,1 # Oparak = 1,..,n + 1.

Quando a tabela de Routh de um polinémio p(s) € regular, o teste de Routh-Hurwitz
garante que a quantidade de suas raizes que possuem parte real positiva coincide com a
quantidade de trocas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh. No caso regular, o teste de
Routh permite caracterizar os chamados polindmios estaveis (todas as raizes tém parte real

negativa).

Analise dos Dados e Resultados

Nesta secdo, apresentar-se-a uma familia de modelos epidemioldgicos: os modelos
compartimentais. Eles correspondem a uma técnica de modelagem aplicada a transmissao de
doencgas em uma populagao.

Segundo Dietz e Heesterbeek (2002), em 1760, Daniel Bernoulli (1700-1782), um
matematico suico, membro de uma familia de talentosos matematicos, fisicos e filosofos, estava
interessado em avaliar a eficicia da variolacdo (técnica de inoculacdo preventiva contra a
variola) em pessoas saudaveis. Ele foi estimulado a investigar a controvérsia da inoculagdo por
Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1968-1759), um fil6sofo, matematico e astronomo francés,

e Charles Marie de la Condamine (1701-1774), um cientista e explorador francés. Condamine
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forneceu a Bernoulli dados sobre a incidéncia e a letalidade da variola e a seguranca da
inoculagao.

No modelo de Bernoulli, a populagdo ¢ dividida em suscetiveis, ou seja, aqueles que
ainda ndo foram infectados, e imunes, ou seja, aqueles que foram imunizados para o resto da
vida ap6s uma infec¢do. A taxa de mortalidade devido a todas as causas, exceto devido a
infecgdo, ¢ indicada por u. A forca da infeccdo A é a taxa segundo a qual os suscetiveis sao
infectados. Apenas uma fragdo s(a) deles sobrevive para tornar-se imune. O resto c(a) = 1 —
s(a) pode morrer devido a infec¢do. Tradicionalmente, c(a) ¢ chamada de taxa de letalidade.
Como nao ¢ uma taxa (com dimensao por unidade de tempo), mas uma probabilidade, ou seja,
uma quantidade adimensional, ¢ usualmente chamada de fatalidade. Se u(a) ¢ a probabilidade
de um individuo recém-nascido estar vivo e suscetivel na idade a, entdo, de acordo com o

modelo de Bernoulli, escrito em notagdo moderna, u(a) satisfaz a equacado diferencial

Z—Z =—-A+wu, com a condigdo inicial u(0) = 1.

A probabilidade w(a) de estar imune e vivo ¢ dada por

Z—: =(1-c(a))Au —pw, com a condigdo inicial w(0) = 0.

Escrito em notagdo moderna, o modelo de Bernoulli pode ser visto como precursor dos
chamados modelos compartimentais.

No modelo SIR, a populagdo ¢ dividida em trés classes: Suscetiveis, Infectados e
Recuperados. As iniciais dessas classes formam a sigla SIR, que nomeia o modelo. Em cada
instante t, tem-se:

e S(t): onumero de individuos suscetiveis a doenca, ou seja, que ndo estdo (ainda)
infectados no instante ¢;

e (t): o numero de individuos infectados, cada um deles ¢ considerado infectante
e capaz de disseminar a doenga através de contato com suscetiveis;

® R(t): o numero de individuos que foram infectados e ficaram imunes. A classe
R(t) pode conter individuos isolados do resto da populac¢do, imunizados contra

a infecg¢ao ou recuperados da doenga com imunidade total contra reinfec¢ao.
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Em muitas doengas, os infecciosos retornam a classe de suscetivel apds a recuperagao.
Essas doencas sdo transmitidas por agentes bacterianos ou agentes helminticos ou sao doengas
sexualmente transmissiveis, por exemplo (mas ndo doengas como AIDS, das quais ndo ha
recuperagdo). Usa-se modelos SIS (Suscetiveis, Infectados, Suscetiveis) para descrever uma
doencga para a qual ndo se adquire imunidade contra a reinfec¢do e se usa modelos SIR para
descrever uma doenga que confere imunidade contra a reinfec¢ao. Para formular um modelo
compartimental, ¢ necessario fazer algumas suposi¢cdes sobre as taxas de fluxo entre os
compartimentos. A suposi¢cao mais comum ¢ admitir que a disseminagdo da infec¢do depende
do numero de individuos suscetiveis e do nimero de infectados, € que a taxa de novas infec¢des
segue uma lei de acdo de massas. O uso da lei de acdo de massas se inspira na quimica. A lei
de acdo de massas ¢ um modelo matematico que explica e prediz comportamentos de solugdes
em equilibrio dindmico. A lei diz que a velocidade de uma reagdo quimica elementar, isto &,
uma reacdo quimica que ocorre em apenas uma etapa, ¢ proporcional a concentracdo dos
reagentes. No modelo compartimental, ela indicara que novas infec¢des dependem do contato
entre individuos suscetiveis e infectados ¢ do tamanho de cada uma dessas subpopulagoes.
Assumir-se-4, também, que os contatos dos individuos suscetiveis e os individuos infectados
sdo contatos eficazes, ou seja, a infeccdo sempre serd passada para os suscetiveis. Na
Figura 1(a), vé-se a populagao contendo individuos suscetiveis (em azul), infectados (em
vermelho) e recuperados (em verde). Na Figura 1(b), os individuos foram separados, conforme

sua condicdo, em seus respectivos compartimentos S, € R.

Figura 1 — Modelo SIR

000.00..0
.. .."... S I R
o e o0 ® o
o ©® o0 ® o .:... ... o .. ©
0.000..‘ 0g 0% (0 ® 9°
®
® o ® S0

(a) Populagdo (b) Compartimentos

Fonte: Autores, 2023.
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O modelo SIR de Kermack e McKendrick (1991) considera, na classe de suscetiveis,

uma taxa de natalidade proporcional ao tamanho total da populacao e, em cada uma das trés
classes do modelo, uma taxa de mortalidade proporcional ao seu tamanho. Esse modelo permite
que a populagao total cresca ou decaia exponencialmente se as taxas de natalidade e mortalidade
forem distintas. Para obter um modelo que considere nascimentos € mortes naturais e no qual o
tamanho total da populagdo permaneca constante, pode-se usar a abordagem proposta por
Hethcote (1976). Nela, o tamanho total da populagdo N permanece constante, pois nao se
considera a mortalidade pela doenca, e as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais. O
modelo ¢ dado por

S"'=—-BSI+u(N-2S5),

= BSI —al —ul,

R' = al — uR.
Ao longo do trabalho, o simbolo ' indica a derivada da fun¢do com respeito a variavel temporal.
As hipdteses subjacentes a esse modelo sdo:

(1) A taxa de novas infecgoes ¢ dada pela lei da acdo de massa: a taxa de contato entre dois
grupos em uma populacdo € proporcional ao tamanho de cada um dos grupos
envolvidos. A constante de proporcionalidade estd denotada por S

(i1) Os infectados se recuperam a uma taxa al por unidade de tempo.

(ii1) As taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais e denotadas por u.

(iv) Nao hé mortes causadas pela doenca.

Brauer, Castillo-Chavez e Feng (2019) flexibilizam a hipétese (iii) e consideram um modelo
mais geral em que as taxas de natalidade e mortalidade ndo sdo necessariamente iguais, € a
natalidade ¢ dependente do tamanho total N(t) da populagdo no instante t:

S" = A(N) — BSI — uS,
= BSI —al — ul, 3)
N’ = A(N) — uN.

Para que o modelo (3) seja um problema bem posto, ele deve admitir uma solugao inica

(assim, ele gera uma informagao que pode ter sentido epidemioldgico), e tal solugdo tem que
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ser ndo negativa (novamente para garantir sentido epidemiologico). Nota-se que, para S = 0,
tem-se S’ > 0, eparal = 0 setem I’ > 0. Logo, parat > 0, tem-se S = 0 ¢ [ > 0. Como em
Brauer, Castillo-Chavez e Feng (2019), far-se-4 algumas hipoteses sobre A: existe K > 0 tal
que A(K) = uK e A'(K) < u. Elas garantem que a populagdo N(t) admite um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel; a populacdo N (t) se aproxima de K, capacidade de suporte,
quando t vai para infinito. Como N’ < 0 quando N > K, tem-se N < K para t > 0. Assim, a
solugdo sempre permanece na regido em que faz sentido biologicamente S > 0,/ > 0,0 < N <
K, desde que os dados iniciais sejam tomados nessa regiao.

Brauer, Castillo-Chavez e Feng (2019) indicam que a andlise qualitativa do modelo (3)
depende dos conceitos de equilibrio e de linearizagdo de sistemas em torno de seus pontos de
equilibrio. No livro, os autores ndo apresentam os detalhes, mas indicam os passos da analise.
Neste trabalho, calcula-se os pontos de equilibrio (livre de doenga e endémico) do modelo (3)
e se faz o estudo de estabilidade assintdtica deles. A natureza dos pontos de equilibrio do
modelo SIR est4 diretamente ligada ao chamado niimero de reprodugdo basico Ry. Em linhas
gerais, este indica o nimero esperado de infec¢des secunddrias na populacdo de suscetiveis.

Para o modelo (3), ele ¢ dado por

R, = £X 4)

a+u’
em que K ¢ a capacidade de suporte, calculada anteriormente como o valor limite da populagdo

N (t) quando t tende a infinito.

Analise dos pontos de equilibrio

Nem sempre ¢ possivel encontrar as solugdes exatas para equagdes diferenciais, o que
torna interessante realizar um estudo qualitativo dessas equacdes sem a necessidade de resolvé-
las diretamente. Uma maneira de fazer essa andlise ¢ examinar a estabilidade dos pontos de
equilibrio das equagdes diferenciais, observando, assim, o comportamento das trajetorias do
sistema nas proximidades de um ponto de equilibrio. Para a andlise de estabilidade, calcula-se
os pontos de equilibrio do sistema autonomo (3), pontos em que as derivadas temporais em (3)

se anulam. Isto ¢, procura-se solugdes (S, [oo, Noo) de:
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0= A(N) — BSI — uS
0=pBSI—ul —al (5)
0 = A(N) — uN

Da segunda equagdo em (5), tem-se
(S —u—a) =0. (6)
Isto ¢, ela se anula se, e somente se, I, = 0 ou S, = 1+ a. Da terceira, vé-se que
N, = K. Analisar-se-4, separadamente, os dois casos. Inicialmente, considerar-se-a o ponto de

equilibrio livre de doenga I, = 0. Tomando I = 0 em (5), tem-se:
A(Ny) — S, =0 =A(Ny) — UN .

Logo, Ny, = Se. Assim, o ponto de equilibrio livre de doenca ¢ dado por:
(N, 0,N»,), A(N) = Ny = uK. (7)
Agora, considera-se o equilibrio endémico. Por (6), tem-se S, = u + a. Tomando S =
(u+ a)/B em (5), tem-se:
U

0 =A(Noo)_loo(.u+a) _ﬁ

(u+a)

0 = A(No,) — itNoy

O ponto de equilibrio endémico ¢ dado por

p+a AK) u
e %)

(Snrleos V) = ®)

Para a andlise da estabilidade, ¢ necessario linearizar o sistema em torno do ponto de
equilibrio em estudo. Sejam
F(S,I,N) = A(N) — BSI — uS
G(S,I,N) =BSI —ul —al
H(S,I,N) = A(N) — uN
derivando em relagdoa S, I ¢ N, tem-se
Fs=—pl—pu Gs =PI Hs =0
F, =—-pS G=pS—(u+a) H =0
Fy = AN(N) Gy=0 Hy =AN(N)—u
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As funcdes F, G e H aparecem ao lado direito do sistema (3). Usar-se-4 suas derivadas
para obter uma aproximacao de primeira ordem em torno do ponto de equilibrio para o sistema
(3). A matriz de coeficientes no processo de linearizacao do sistema (3) em torno de um ponto
de equilibrio serd 3 X 3, e a equacao caracteristica resultante ¢ uma equacao polinomial cubica.
O estudo do comportamento das raizes no caso do ponto de equilibrio livre de doenga (7) € mais
simples. Ja para o estudo de estabilidade do ponto de equilibrio endémico (8), usar-se-4 o teste
de Routh-Hurwitz (Teorema 1).

Inicialmente, considerar-se-a4 o ponto de equilibrio livre de doenca (7). Lembrando que
F(N»,0,Ny) = G(N»,0,Ny,) = H(N»,0,N,) = 0 e considerando as novas variaveis x =
S—80,y=1—1,ez =N — N, alinearizagao do sistema (3) ¢ dada por

x'=—px — BNy + AN'(Ny)z
y'=(BNe = (u + @)y
z' = (N (Noo) — W)z

A matriz dos coeficientes do sistema linearizado ¢ dada por

—u —BNe A (No)
0 0 N(No) —
Calculando seus autovalores, tem-se
—u—-2 —BNow A (No)
0 BN —(U+a)— 2 0 = 0.
0 0 AN(Ny)—pu—2

Isto é,

Ay =—u, 2'2 =A,(N00)_:u! 2'3 =BN00_(:u+a)'

Para que o ponto de equilibrio (N, 0, Ny, ) seja estavel, € preciso que todas as raizes do
polindmio caracteristico associado tenham parte real negativa. Assim, deve-se ter

ANK)—u<0 e BK—(u+a)<O0.

A primeira desigualdade ¢ satisfeita em conformidade com as hipdteses previamente
feitas sobre a fung¢do A. A segunda estd associada ao numero de reproducao basico R, do

modelo SIR (ver (4)) e de termos A(Ny,) = uK (ver (7)). Nota-se que a estabilidade requer
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Ro < 1. Isso é a forca da infeccdo; sua capacidade de gerar casos secundarios ndo ¢ suficiente
0 9
para gerar uma epidemia, € o sistema tende a convergir para o ponto de equilibrio livre de
doenca. Se R, > 1, o ponto de equilibrio livre de doenca ¢ instavel.

0 9

Fazendo a linearizagao do sistema (3) em torno do ponto de equilibrio endémico (8),

tem-se:
x' = —'iA_I(_IZ)x —(u+a)yy+AN(K)z
' (A(K)_g)
" \uta B

z' = (N (K) -z

A equagdo caracteristica da matriz dos coeficientes do sistema linearizado ¢ dada por

BA(K) ,

_,u+a'_/1 —(u+a) N (K)

BAK) . . |=0

u+a

0 0 N(K) —pu—2
Isto é,
A(K

/13—12[A’(K)—u—[;;_£a)

B 2GS TGO T S (BA(K) B “>l N

u+a u+a
A(K
—(u+a)<iia)—u)(/\’(l<)—u)=0-

O polindmio acima ¢ da forma:

/13 + a1/12 + azﬂ. + as = 0, (9)
com
BA(K)
= pu—A(K) + ,
ar=Hu (K) L+ a (10)
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A(K —A'(K A(K
0 =D v (B2 ), (an
A(K
a; = (1 +a) (/Z Jf a) — 1) (= 4G, (12)

Quer-se saber o sinal da parte real de suas raizes. Em Routh (1877, p. 27), sdo
apresentadas as condi¢gdes de Routh—Hurwitz para a estabilidade de (9):

a, >0, aa, > a3 >0. (13)

Elas sdo condi¢des necessarias e suficientes para que todas as raizes da equacgao
caracteristica tenham parte real negativa. Elas se verificam para o ponto de equilibrio endémico
do modelo (3). Serdo deduzidas a partir da aplicagdo do Teorema 1. Considerando o caso

regular, a tabela de Routh para o polindmio p(4) em (9) ¢ dada por

S3 1 az

S2 aq as

Sl a, — E 0
. a,

s° as 0

Pelo Teorema 1, para que o polindmio p em (9) seja estavel, os termos da primeira
coluna de sua tabela de Routh devem ter o mesmo sinal. Isto €, as condi¢des em (13) devem
verificar-se.

Sabe-se, por hipotese, que A'(K) < u. Além disso,

0<lp =500 —L =2 (B _ ).

pta B B\ puta
Consequentemente,

B > u>o.

uta

Logo, os coeficientes em (10) e (12) satisfazem a; > 0 e a; > 0. Além disso, tem-se

A(K — A (K))? A(K
onaz =IO oy iy (A0 )
BA(K)\ 2 , BA(K)
+(G) (=) + o) (S5 - )
B BAK)(u— A'(K))?  (BAK) , BA(K)
—dst u+a +<u+a) (“_A(K))+’BA(K)<M+a_#)
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Como A'(K) < pe=—=> u > 0, os coeficientes em (10), (11) e (12) satisfazem a,a, > as.

Assim, pelo Teorema 1, o equilibrio endémico ¢ assintoticamente estavel. Novamente, ao

lembrar-se que A(K) = uK, vé-se que a condigdo —— pAx) o (x )

K A(K
M(Ro—1)=u(ﬁ——1)= B _y>o.

u+a u+a

> u > 0 pode ser reescrita como

Isto ¢, se R, > 1, o ponto de equilibrio endémico ¢ assintoticamente estavel, e a doenga avanca

na populacdo. Caso contrario, € instavel.

A aplicacao do teste de Routh-Hurwitz permitiu a analise do comportamento dos pontos
de equilibrio do sistema de EDOs (3) e a classifica¢@o tanto do seu ponto de equilibrio livre de
doenca quanto o endémico em relacdo a estabilidade. A natureza do comportamento dos pontos

de equilibrio do sistema (3) esta diretamente ligada ao nimero de reprodugdo basico R,.

Consideracoes Finais

Os modelos fornecem aos epidemiologistas um mundo ideal no qual fatores individuais
podem ser examinados isoladamente, e todas as facetas da doenca se espelham e sdo registradas.
Viu-se, neste trabalho, algumas ferramentas matematicas para a analise de comportamento de
longo prazo de solucdes de um modelo compartimental. A aplicagdo do teste de Routh-Hurwitz
se mostrou util para a andlise do comportamento dos pontos de equilibrio do modelo
compartimental estudado. O ponto de equilibrio livre de doenca e o endémico sdo
assintoticamente estaveis quando o nimero de reproducao basico R, €, respectivamente, menor
ou maior do que um. Esse resultado se deve ao fato de que as partes reais, raizes do polindmio
caracteristico associado a cada ponto de equilibrio, s3o negativas. Nao ¢ possivel determinar
facilmente as raizes do polindmio de grau trés associado ao ponto de equilibrio endémico. No
entanto, o teste de Routh-Hurwitz permite a determinagdo do sinal da parte real das raizes a
partir de relagdes entre os coeficientes do polindmio caracteristico. Com essa ferramenta,
alcancou-se o objetivo proposto de analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio de um
modelo compartimental no qual as taxas de natalidade e mortalidade nao sdo necessariamente
iguais, e a natalidade ¢ dependente do tamanho total da populagdo. Viu-se que a natureza dos

pontos de equilibrio est4 associada a ocorréncia ou ndo de uma epidemia. Vale ressaltar que,
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com o aumento de novas tecnologias € o crescimento da interdisciplinaridade, pesquisadores
estao interessando-se pela aplicacao de modelos epidemioldgicos em outras areas, ampliando o

potencial dessa importante ferramenta matematica.
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Apéndice

Prova do Teorema 1. Considere um polindmio com coeficientes reais. Se ele, p,(s), € par e o
avaliamos em um imaginario puro s = iw, com w € R, temos que p,(iw) ¢ um numero real.
Como p.(s) = p.(—S), suas raizes pares de raizes imaginarias puras (s = +ib, b € R) ou
raizes complexas da forma s = +a + ib, a,b € R, a # 0. Se o polindmio p,(s) é impar e o
avaliamos em um imaginario puro s = iw, com w € R, temos que p,(iw) ¢ um imaginario
puro. Além disso, existe um polindmio par p,(s) tal que p,(s) = sp.(s). Logo, além da raiz
s = 0, suas raizes sao pares de raizes imaginarias puras (s = *+ib, b € R) ou raizes complexas
daformas =ta+tib,a,b €R,a # 0.
Para cada k, vamos considerar o polindmio
diey (8) = Pic(S) + Pr+1(5) + Vi (S)Pie+2(S) (A1)

= Dr+2(S) + Qi (S)Pr+1(S) + Pr+1(S) + Vi (S)Dr+2(S)

= (1 + qk($))Pk+1(s) + (1 + v qi(5))Pr+2(5),
emquey € [0,1]. Paray = 0, dy o(s) = px(S) + D+1(s). Paray =1,

di1(s) = (1 + qie(5)) (Pre+1(8) + Pre+2(5))

O polinémio dy,(s) em (Al) € a soma de py(s) com dois polindmios de grau mais baixo.
Portanto, o graude dy,, (s) ¢ igualan — k + 1 paratodo y € [0,1], e ramos continuos conectam
as raizes de dy o(s) as de dy 1 (s).
Observe que uma raiz de dj , (s) pertence ao eixo imaginario se, € somente se, para
algum wy € R
(1 + qi(iwo))Pi+1(iwo) + (1 + ¥ i (iwo))Pk+2(iwo) = 0. (A2)

Devido a alternancia de paridade da sequéncia py(s) e ao fato de q,(s) = r:‘:—ils, as partes
imaginaria e real de (A2) satisfazem
Pre+2(iwo) + @i (iwo)Pr+1(iwp) = 0 (A3)
Pre+1(iWo) + ¥ Qi (iwo)Pge+2(iwp) = 0.
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Segue dai que
(1 = vqk (iwo))Pr+2(iwo) = 0. (A4)
Em (A4), temos
i wé
1—yqi(iwy) = 1+y:él 2 >1
k+1,1

€ Pr+2(iwg) = 0. Por (A3), py41(iwg) = 0. Portanto, dy , (iw,) = 0 para algum y, iw, € raiz
de pr(s) + Pk+1(S), de Prs1(S) + Pi42(s) € de dy,(s) para todo y € [0,1]. As raizes
imagindrias puras permanecem em seu lugar. Assim, nenhuma raiz de dy , (s) pode se mover
do semiplano a esquerda do eixo imaginario para o eixo imaginario nem pode se mover do
semiplano a direita do eixo imaginario para o eixo imagindrio. Portanto, nenhuma raiz pode se
mover do semiplano a esquerda do eixo imagindrio para o semiplano a direita dele ou vice-
versa.

Suponha que o polindmio p(s) = cos™ + ¢;8™ 1 + -+ + ¢y, (¢c; € R, ¢y # 0) é estavel.
As propriedades dos polindmios dj ,(s) garantem que todas as raizes de dj,(s) estdo no
semiplano a esquerda do eixo imaginario. Vimos como consequéncia da ideia-chave que, se
algum 1, ; fosse nulo, p(s) teria a0 menos uma raiz com parte real ndo negativa. Logo, todos
os elementos da primeira coluna da tabela de Routh de p(s) sdo ndo nulos. Pela conservagao

da quantidade de raizes com parte real negativa, para cada k, o fator
14 qu(s) = Tk+1,1S + Tk 1
Tk+1,1
terd uma raiz negativa. Logo, 73, 1 € T4+11 t€ém o mesmo sinal para todo k.
Reciprocamente, suponha que os n + 1 elementos da primeira coluna da tabela de Routh
do polindmio p(s) sdo diferentes de zero e t€m o mesmo sinal. Temos que p,,_1(s) + p,(s) €

Tn,ls + rn—1,1

(1 + gn-1(5)) (Pn(s) + Pn41(s)) = < ) ("1S + Thet,1)

T
tém a mesma quantidade de raizes com parte real negativa. Como os elementos 73, ; t€m o
mesmo sinal, vemos que todas as raizes de p,,_1(s) + p,(s) tém parte real negativa. Repetindo
o0 argumento, temos que p,_,(S) + pn_1(s) €

(1 + qn-2(5)) (Pn-1(5) + pn(s))
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tém a mesma quantidade de raizes com parte real negativa. Como 0s 73 ; t€ém o mesmo sinal, o
polindmio

Th-11S + Th-21

1+ gn_2(s) = 11
n-—1,

tem uma raiz real negativa. Logo, todas as raizes de p,,_,(s) + pn_1(s) tém parte real
negativa. Repetindo o argumento até voltar a p(s), concluimos que todas as raizes de p(s)

tém parte real negativa, e que p ¢ estavel. [
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