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Resumo: Muitos fenbmenos em biologia podem ser enunciados em termos de
mapas, i.e., equagdes da forma x,,; = f(x,), onde x; e f(x;) sdo grandezas
reais ou vetoriais e j € um inteiro positivo. Aqui, modelamos a atividade elétrica
de neurdnios usando mapas bidimensionais para investigar a possibilidade de
ocorréncia de atividade auto-sustentavel numa rede de neurdnio com topologia
de mundo pequeno.

Palavras chave: Neurdnios; Spikes; Mapas; Redes de mundo pequeno.

Abstract: Many biological phenomena can be stated in terms of maps, i.e.,
equations of the form x,,,.; = f(x,,), where x; and f(x;) are real-valued or vector
guantities and j is a positive integer. Here, we model the electric activity of
neurons using two-dimensional maps to investigate the possibility of occurrence
of self-sustained activity in a small world neuron network.
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Introducéo

Muitos fenbmenos naturais envolvem grandezas que evoluem com o
tempo. Entre inUmeros exemplos, podemos citar a temperatura em um ponto do
espaco, o numero de individuos de uma espécie biolégica e a concentracdo de
um reagente quimico. Se supomos que a evolucdo temporal dessas grandezas
é deterministica (em oposicao a aleatdria), entdo podemos tentar construir um
modelo baseado em sistemas dinamicos (vide STROGATZ para uma
abordagem detalhada sobre o assunto).

Um sistema dindmico determina um conjunto de possiveis estados

baseando-se em estados anteriores, por exemplo:

Xn = 2xn—1 (1)

Onde n € um ndmero natural. Lemos a eq. (1) da seguinte maneira: a n-ésima
iterada da grandeza x é dada pelo dobro da sua (n — 1)-ésima iterada.
Podemos classificar os sistemas dinamicos em dois tipos:

1) O primeiro é correspondente aos sistemas dindmicos de tempo discreto,
precisamente porque n (varidvel temporal) pode assumir apenas valores
inteiros. S&o também chamados de mapas ou ainda de equagfes de
diferenca. A equacéo (1) € um exemplo de mapa unidimensional.

2) O segundo corresponde aos sistemas dindmicos de tempo continuo, onde
a variadvel temporal assume valores reais. Eles sdo geralmente
governados e descritos por equagdes diferenciais.

Este trabalho estudou apenas sistemas dinamicos do primeiro tipo, ja que
esses sdo acessiveis a um aluno ingressante na universidade, como era o caso
do primeiro autor.

As diversas aplicagdes que sistemas dinAmicos possuem na ciéncia séo
temas contemporaneos de diversas pesquisas cientificas. A compreensédo do
cérebro € uma tarefa de extrema importancia para o avanco de areas como a
medicina e inteligéncia artificial, e o presente trabalho se situa nessa area (vide
IZHEKEVICH para uma abordagem da atividade neuronal por sistemas

dindmicos).
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Um problema atual e importante em neurociéncia te6rica é o de como a
atividade elétrica dos neurénios no cérebro subsiste mesmo na auséncia de
estimulos externos, e a0 mesmo tempo ndo cresce explosivamente, o que
poderia levar a um colapso desse 6rgéo (vide ROXIN et al.). Em outras palavras,
como o cérebro é capaz de manter atividade auto-sustentavel (i.e., que ndo se
extingue) e limitada? Neste trabalho, propomos uma investigagcdo desse
problema modelando o cérebro como uma rede de mundo pequeno de neurdnios

cuja atividade elétrica € descrita por mapas unidimensionais.

Objetivos

O objetivo desse projeto foi estudar aspectos gerais de equacgbes de
diferenga unidimensionais e aplica-las a simulacdo (em linguagem C) de uma
rede de mundo pequeno de neurdnios. A partir das simulagdes, buscou-se

avaliar a possibilidade de atividade auto-sustentavel na rede.

Metodologia

Aspectos da teoria de mapas unidimensionais foram estudados no livro
de ALLIGOQOD et al.,, e entdo se iniciou a modelagem da rede neuronal. O
primeiro passo foi implementar as conexdes de cada neurénio da rede.

Um neurdnio € uma célula capaz de receber, processar e transmitir
informacdes elétricas. A transmissdo de informacdo se d& tipicamente por
sinapses quimicas, em que se conectam o axdnio do neurdnio transmissor (dito
pré-singptico) e os dendritos do neurdnio receptor (dito pds-sinptico), da
seguinte maneira: quando o potencial elétrico da célula pré-sinaptica alcancga
certo limiar, seu valor se eleva bruscamente, fenébmeno de curta duragéo (da
ordem de 1ms) conhecido como spike ou potencial de agdo. O spike se propaga
pela célula pré-singptica e, quando chega ao axénio, induz a liberagdo de
neurotransmissores. Esses neurotransmissores induzem a abertura de canais
idbnicos nos dendritos da célula pds-sinaptica, o que acarreta uma corrente
elétrica que altera o valor do potencial daquela célula.

As conexdes entre cada neurbnio foram representadas por meio de uma
matriz de dimensdo n2, onde n é o nimero de neurdnios na rede. Essas
conexdes representam sinapses quimicas entre neurénios e seguem um padréao

l6gico que explicamos a seguir.
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Para a criacdo dessa matriz o seguinte algoritmo foi utilizado. A matriz de
conexdes w;; era percorrida linha a linha, indo da primeira conexado da i-ésima
linha até a ultima, dessa maneira percorrendo todas as i linhas e j colunas. Para
todas as conexdes que obrigatoriamente deveriam existir devido ao formato
escolhido para a rede uma relagéo entre os parametros i e j foi encontrada; por
exemplo, caso i = j a entrada w;; da matriz possuira valor 0 ja que um neur6énio
nunca esta conectado a ele mesmo. Caso a saida do j-ésimo neurbnio esteja
ligada a entrada do i-ésimo neurdnio entdo w;; = 1.

Primeiramente implementamos as ligagdes bidirecionais com 0s primeiros
vizinhos. Feito isso, procedemos a criagao de clusters. Os clusters séo regides
da rede neural com conexfes e funcionamento similares. Essas regioes
possuem uma alta densidade de conexdes entre seus neurdnios. Clusters
possuem conexdes de longo alcance com outros clusters da rede. Dessa
maneira, regides distantes dentro da rede podem trocar informac¢éo de maneira
mais rapida.

Para a criacdo dos clusters, mais uma vez a matriz de conexdes é percorrida
linha a linha, passando-se por todos os elementos das linhas. Para isso 0s
seguintes parametros foram utilizados:

e ., 0 parametro “cluster chance”, variando de 0 a 100. Ea probabilidade

de um neurdnio pertencer a um cluster. Para cada neurdnio da rede, o
algoritmo sorteia um ndmero aleatério distribuido uniformemente entre 0
e 100. Caso o valor obtido seja menor que c. e exista espago para o
cluster, entdo o cluster seré criado.

e 4, O pardmetro “cluster activity”, variando também de 0 a 100. Com o0s
clusters j& criados, o algoritmo percorre todos os neurdnios de cada
cluster e para cada neurbnio, sorteia um nuamero aleatério distribuido
uniformemente entre 0 e 100. Caso o valor obtido seja menor que c, para
certo neurénio de um cluster, entdo uma conexao sera criada entre esse
neurénio e um outro neurdnio escolhido aleatoriamente entre aqueles
pertences aos outros clusters da rede. E importante mencionar que a
partir do momento em que o cluster (digamos, o cluster §) tenha um de
seus neurdnios com uma conexao direcionada para um neurdnio de outro

cluster (digamos, o cluster y), todas as outras conexfes de saida do
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cluster 8 serdo com o cluster y. Porém, o cluster y ainda podera ter

conexoes de saida com um outro cluster.

Para o presente trabalho, a rede que foi mais exaustivamente testada foi a
que possui o formato da superficie de um toro. E importante mencionar que um
toro pode ser construido dobrando-se uma folha e unindo seus lados opostos.
Depois disso uni-se os outros dois lados opostos. Sabendo disso, a “folha” inicial
usada possuia 100x100 neur6nios, totalizando uma rede de 10.000 neurénios.

Para a modelagem da dinamica intrinseca de um neurénio, vamos introduzir
inicialmente um modelo mais simples baseado em uma equagéao de diferenca
unidimensional, x,, = f(x,_1), que descreve a evolugao do potencial intracelular.

A funcéo f apresentada a seguir captura a esséncia da dinamica de um neurdnio

isolado:
x?, sex < x
f(x)=16,sex > x;ex <6
(2)
X sex =0

T

Nessa equagéao, x; corresponde ao valor limiar do potencial: se o pontencial
alcanca valor maior ou igual ao limiar, entdo ele se eleva até o valor maximo 6
(spike). O outro parametro, x, (“x reset”), corresponde ao valor do potencial
imediatamente apos o spike. Note que f(x) representa o valor do potencial do
neurdnio na proxima iterada da dindmica.

Pelo gréafico 1 € possivel notar a presenca dos trés intervalos da fungéo. E
importante ressaltar que os pontos onde f(x) = x sdo os chamados pontos fixos
da funcéo f (nesse caso a fungéo possui apenas dois pontos fixos). A derivada
de f avaliada nesses pontos nos diz se esses pontos sao sorvedouros (i.e., um
ponto fixo atrator) ou fontes (i.e., um ponto fixo repulsor). Nesse caso, 0 primeiro
ponto fixo, denotado por (g;), € um sorvedouro e o segundo, denotado por (a,),
€ uma fonte. Do Gréfico 1 vemos que, se o potencial de um neurdnio ultrapassar
0 segundo ponto fixo, ele com certeza produzird um spike em alguma das

proximas iteradas.
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Gréfico 1: Em vermelho foi plotada a funcdo e em azul conectamos 0s pontos
iniciais de uma o6rbita com valor inicial acima do primeiro ponto fixo. Pontos
consecutivos da orbita, representados na reta identidade f(x)=x, sdo conectados
da seguinte forma: tracamos uma reta vertical até que seja alcancado do gréafico
de f(x) e, a seguir, tragcamos uma reta horizontal até que se alcance novamente
a reta identidade. Esse tipo de diagrama é chamado de cobweb plot. Os valores
nos eixos sao apenas ilustrativos e nao correspondem aos reais valores

utilizados nas simulagoes.

O modelo correspondente a eq. (2) pode ser incrementado para modelar a
presenca de correntes lentas, que estdo presentes em muitas situacbes de
interesse biofisico (vide THOMPSON et al.). Isso pode ser feito pela introducéo
de uma segunda variavel dindmica, denotada por y,, 0 que implica um modelo
bidimensional. Adotamos, assim, as seguintes equacdes para a modelagem de

um neuronio individual:
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Xns1 = f ) +u— yn
Y
Yn+1 = “66,xn + 711 (1 - 66,xn) (3)

Aqui temos alguns detalhes importantes: u = 0.24 para que f(x) = x? seja
tal que torne o, um sorvedouro. y,,, a funcdo delay, é introduzida para que a
parabola criada por f seja rebaixada uma iterada depois da ativagcao do neurdnio
e volte a sua posicao original a uma taxa de A = 1.1 por iterada. Isso é necessério
para evitar a exploséo de atividade na rede (ja que aumenta a distancia entre o,
e g, fazendo com que mais estimulos sejam necessarios para ativar 0 mesmo
neurdnio duas vezes seguidas). O § corresponde ao delta de Kroenecker e caso
x, tenha produzido um spike, i.e., x, = 8, entdo 6y, = 1, caso contrario 8y, =
0.

O comportamento que o parametro y,, leva o neurdnio a ter é visto no Gréfico
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Gréfico 2: Note que a parte correspondente a parabola da funcdo f possui trés
componentes nessa imagem. A primeira delas, em vermelho, é o estado inicial

do neurdnio, com uma certa distancia entre seus pontos fixos. Em cinza, temos
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0 outro extremo, o caso onde o neurdnio acabou de produzir uma excitagao e
teve sua parabola “rebaixada’, fazendo a distdncia entre os pontos fixos

aumentar.

Finalmente, para o término da modelagem, introduzimos a interagdo dos

neurénios dentro da rede, o que é feito na equacao 4.

xh = flono1) +u— yi+ gsinz Wii % 1), X

i#j

Nessa equacdo, x; € o valor do potencial do i-ésimo neurdnio na n-ésima
iterada, w;; € a matriz de conectividade da rede e possui valor w;; = 1 quando o
neurdnio j pode enviar um sinal para o neuronio i ou w;; = 0 quando ele nao
pode. Mais uma vez o delta de Kronecker aparece aqui, mas agora esse termo
serve para indicar se 0 neurdnio j enviou um potencial de agcao ao neur6nio i em
alguma iterada n — 1 anterior. O gy, ( “g sindptico”) é uma constante que altera
0 peso das excitagbes que chegam ao neurbnio i provenientes da rede;
dependendo do seu valor, um certo nimero de estimulos externos sé&o
necessarios para excitar um neurénio da rede.

Inicialmente todos os neurbnios comegam com o potencial igual ao valor 0.4
e o sinal proveniente da rede e todos os delays (y) sédo iguais a zero.

Para simular a atividade dos neurdnios, uma certa excitacao inicial deveria
ser aplicada na rede. Entdo, cada neurdnio possui seu valor de potencial
atualizado a cada iterada, baseado nos valores de potenciais de todos os
neurdnios da rede na iterada anterior. Os valores de potencial de cada neurdnio,
em cada iterada, séo exportados para um arquivo de dados. Esses valores séo
entdo importados para o software Xmgrace para andlise.

Para que um grande numero de situagfes seja avaliada na busca por
atividade auto-sustentavel, variamos os valores de g;,, da criacdo de clusters
(c.) entre 1% e 50%, do numero de neurdnios ativos dentro de um cluster (c,),

ou seja, a proporgao de neurdnios que enviam ligagdes de longo alcance (fixada
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entre 50% e 80%), de g, (que por sua vez depende do valor de u) e do nimero
e distribuicdo dos neurdnios ativados na iterada zero.

O comportamento esperado é tal que um nimero ndo muito alto e nem muito
baixo de neurdnios sejam ativados por iterada, uma vez que 0s casos extremos
ndo ocorrem na natureza. Um cérebro saudavel ndo ativa quase todos os seus

neurdnios ou 0s mantém quase todos inativos.

Resultados

Diversas simulagdes foram realizadas, variando-se todos os parametros
j& mencionados. Em um primeiro momento, buscou-se encontrar a atividade
auto-sustentavel utilizando um modelo de neur6nios sem a presenca do termo
de corrente lenta y! e utilizando uma rede onde os neur6nios se conectavam
com seus oito vizinhos mais préximos. Porém, a atividade encontrada era
sempre trivial, ou seja, se extinguia ou era explosiva. Uma maneira de se manter
atividade néo explosiva na rede seria incluir neurdnios inibitérios, isto &, cujo sinal
tem o efeito de baixar o potencial nos neurénios pdés-sinapticos. Como nosso
objetivo era n&o utilizar neurdnios inibitérios na rede, uma outra solugdo para o
problema teve que ser encontrada.

Primeiro, a rede foi simplificada. Os neurdnios agora s6 se conectavam
com seus 4 vizinhos mais préximos (eliminando os vizinhos diagonais). Depois
disso foi implantado o parametro que simula correntes lentas nos neuronios y;.
A rede entdo apresentou atividade auto-sustentavel, como mostramos na figura
a seguir, produzida utilizando-se a biblioteca SDL em C. Cada pequeno
quadrado branco a seguir representa um neurdnio na rede, que esta ativado
nessa exata iterada. As imagens sdo apresentadas numa ordem crescente de

iteradas.
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(a) (b)

(€) (d)

Figura 1: neurdnios sendo ativados na rede na iteragéo (a) 1, (b) 5. (c)

representa uma iteracdo proxima ao estado de equilibrio e (d) ja representa o

préprio estado de equilibrio.

Conclusodes
E possivel notar pelas imagens produzidas que a atividade realmente
tornou-se auto-sustentavel na rede, i.e., a atividade manteve-se presente, com

um ndmero ndo muito alto nem muito baixo de neurdnios sendo ativados por
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iterada. Além disso, é importante observar que nenhum padréo de ativagcéo
periddico foi encontrado na rede.

Esse comportamento porém, como ja mencionado, ndo foi encontrado
numa rede sem a presenca das correntes lentas sucedendo a ativacdo de um

neuronio.

Sugestdes de trabalhos futuros

Para trabalhos futuros € necessario criar um algoritmo que automatize as
simulagBes. Em virtude do grande niumero de parametros, muitas possibilidades
ndo foram simuladas. Desse modo, é possivel que alguma escolha dos
parametros, além da topologia da rede e da excitacao inicial (utilizando um certo
nimero de neurdnios e/ou ativando neurdnios em regides diferentes da rede)

possa criar atividade auto-sustentavel na rede sem a inclusédo da corrente lenta.
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