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Resumo: O grafo Kneser K(n,k) é o grafo cujos vértices sdo os subconjuntos com k
elementos de um conjunto {1,...,n} e dois vértices sdo unidos por uma aresta se o par
correspondente subconjuntos é disjunto. Uma conjectura de Biggs afirma que Ok =
K(2k+1,k) € hamiltoniano para k>2 e uma conjectura de Lovasz implica que todo grafo
Kneser conexo tem um caminho hamiltoniano. Neste trabalho, mostramos que o prisma
sobre todo grafo Kneser conexo e sobre seu grafo bipartido duplo é hamiltoniano.

Palavras chaves: Ciclo Hamiltoniano. Grafo Kneser.

Abstract: The Kneser graph K(n,k) is the graph whose vertices are the subsets with k
elements of a set {1,...,n} and two vertices are joined by an edge if the corresponding pair
of k-subsets is disjoint. A conjecture due to Biggs claims that Ok = K(2k+1,k) is hamiltonian
for k>2 e a conjecture due to Lovasz implies that every connected Kneser graph has a
hamiltonian path. In this paper, we show that the prism over all connected Kneser graphs
and over their bipartite double graphs is hamiltonian.

Keywords: Hamiltonian cycle. Kneser graph.
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Introdugéo

Em 1856, Hamilton prop6s um problema modelado por grafos que viria a ser um dos
mais importantes e estudados na &rea de Teoria dos Grafos (HAMILTON, 1856). O
problema consiste na busca por um ciclo que passa por todo vértice do grafo exatamente
uma vez e volta ao veértice de origem e é conhecido como o Problema do Ciclo Hamiltoniano.
O problema tem vérias aplicagBes praticas como, por exemplo, no projeto de circuitos
impressos. Imagine uma placa de circuito impresso que necessita ter inumeros furos para
encaixe de seus componentes e um brago eletrénico para perfurar a placa. E necessario
determinar a ordem de perfuragdo da placa. Com apenas um brago eletronico, a ordem de
perfuracdo da placa pode ser modelada como o problema do ciclo hamiltoniano,
representando os furos e a posi¢cao inicial do brago eletrdnico como vértices. A dificuldade
do problema é demonstrada no fato de que ja foi provado que determinar se um grafo G
tem um ciclo hamiltoniano é um problema NP-completo (KARP, 1972).

Uma variagdo do problema conhecida como o Problema do Caminho Hamiltoniano,
busca um caminho que passa por todos os vértices exatamente uma vez, porém nao
retorna ao vértice de origem. Similarmente, determinar se um grafo G tem um caminho
hamiltoniano também j& foi provado ser um problema NP-completo (GAREY & JOHNSON,
1979).

Os vértices do grafo Kneser K(n,k) sdo os subconjuntos de tamanho k tomados do
conjunto {1,2,...,n} e dois vértices sao adjacentes se dois desses subconjuntos séo
disjuntos. Para n=2k+1, o grafo Kneser K(2k+1,k) é conhecido como o grafo impar (“odd
graph”, em inglés), denotado por Ok.

O grafo bipartido duplo (“bipartite double graph”, em inglés) do grafo Kneser K(n,k) é
conhecido como o grafo Kneser bipartido, denotado por B(n,k). No grafo B(n,k) os vértices
sdo todos os subconjuntos de tamanho k e de tamanho (n-k) tomados de {1,2,...,n}. As
arestas representam a inclusdo entre dois desses subconjuntos. Em particular, o grafo
B(2k+1,k) € conhecido como o grafo de camadas intermediarias (“middle-levels graph”, em
inglés) e é denotado por Bx.

Lovasz conjecturou que todo grafo conexo ndo-direcionado veértice-transitivo tem um
caminho hamiltoniano (LOVASZ, 1970). Para n>2k, os grafos Kneser e os grafos Kneser

bipartidos formam uma familia infinita de grafos conexos vértice-transitivos. Biggs (BIGGS,
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1979) conjecturou que os grafos impares sdo hamiltonianos para todo k>2. Uma conjectura
relacionada afirma que Bk é hamiltoniano (HAVEL, 1983).

Depois de mais de 30 anos, a conjectura de Havel foi recentemente provada
(MUTZE, 2014) e, posteriormente, estendida para todos os grafos Kneser bipartidos
conexos (MUTZE & SU, 2015). Até o momento, a conjectura de Biggs foi verificada para Ok
no intervalo 3 < k < 13 (SHIELDS & SAVAGE, 2004) e caminhos hamiltonianos foram
encontrados em Ok para k <19 (BUENO et al., 2009; SHIMADA & AMANO, 2011).

Com excec¢do do grafo Oz que é o grafo de Petersen, um grafo bem conhecido por
ndo ser hamiltoniano, o grafo K(n,k) ja foi encontrado ser hamiltoniano para n < 27
(SHIELDS & SAVAGE, 2004) e para n 2 2.62k+1 (CHEN, 2003). Foi demonstrado como
construir ciclos hamiltonianos em K(2k+x,k) para k < 2l+1 usando ciclos hamiltonianos de
K(2k+x/2,k) para k <1 (JOHNSON, 2011). Entre outras implicagdes, temos que K(2k+2,k) é
hamiltoniano para k < 27 e, consequentemente, K(2k+4,k) é hamiltoniano para k < 55, ja
que Ok é hamiltoniano para k < 13.

Devido a dificuldade de decidir se um grafo tem um ciclo hamiltoniano, uma
tendéncia recente € a busca por ciclos longos. Johnson (JOHNSON, 2004) forneceu um
limite inferior ao mostrar que Ok contém um ciclo de comprimento (1-0(1))|V(Ox)|, onde o
termo de erro o(1) é da formac/vkpara alguma constante c. O autor ndo estima ¢ mas, em
outras palavras, isso significa que os grafos Ok séo assintoticamente hamiltonianos porque,
conforme k aumenta, o comprimento do ciclo também aumenta.

Outra tendéncia tem sido a busca por estruturas relacionadas. Neste aspecto, a
existéncia de um prisma hamiltoniano para um grafo é uma relaxacéo interessante de ser
hamiltoniano (KAISER et al., 2007). O prisma sobre um grafo G é o produto Cartesiano Gx
K2 de G com o grafo completo em dois vértices.

Um grafo G é prisma-hamiltoniano se G x Kz é hamiltoniano. Entretanto, determinar
se o0 prisma sobre um grafo é hamiltoniano também é um problema NP-Completo
(FLEISCHNER, 1988).

Foi estabelecido que o prisma sobre By é hamiltoniano (HORAK et al., 2005). Mais
tarde, foi provado que o prisma sobre Ok é hamiltoniano, mas somente para k par (BUENO
& HORAK, 2011). Neste trabalho, demonstramos que o prisma sobre os grafos conexos
K(n,k) e B(n,k) & hamiltoniano para todo k.
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Na préxima secao apresentamos as definicées e proposicdes sobre as quais nossos
resultados sdo baseados. Na sequéncia provamos a prisma-hamiltonicidade dos grafos
Kneser e estendemos esse resultado para os grafos Kneser bipartidos, relacionando assim

a prisma-hamiltonicidade de K(n,k) e B(n,k).

Preliminares

Nessa secao, introduzimos algumas notacdes, nogdes e resultados auxiliares, que
serdo frequentemente utilizados ao longo deste trabalho. Necessitamos de duas definicdes
encontradas em (CADA et al., 2004): um cacto gerador em um grafo G é um subgrafo
gerador conexo H de grau maximo 3 consistindo somente de ciclos e caminhos, nos quais
toda aresta pertence ou a um caminho ou a um ciclo. Se todo ciclo em um cacto é
substituido por um vértice conectado aos caminhos incidentes ao ciclo, o grafo resultante

serd uma arvore. Um cacto € par se cada um dos seus ciclos é par.

Proposicéo 1 [CADA et al., 2004]. Se G contém um cacto par gerador, ent&o G é prisma-

hamiltoniano.

A ideia principal de nosso resultado € mostrar que K(n,k) contém um cacto par
gerador para n>2k. Tal cacto par gerador consiste de um ciclo par e caminhos de
comprimento 1 ou 2.

H& uma correspondéncia entre os subconjuntos de tamanho k e (n-k) de {1,2,...,n}
com um conjunto de strings binarias de n bits com exatamente k 1's e (n-k) 0's. O
mapeamento de bnbn-1... by para {ilbi = 1} é uma bijec@o de strings binarias de n bits em
subconjuntos de n. Dado um digito binario x, seu complemento é denotado por x, e x = 1se
x=0 oux = 0, caso contrario. O complemento de uma string binaria € seu complemento bit
a bit. Ao longo deste trabalho, consideraremos os vértices de K(n,k) representados por
strings binérias, exceto quando observado o contrario.

Dado um inteiro x>0, considere os grafos Kneser e grafos Kneser bipartidos
K(n=2k+x,k) e B(n=2k+x,k). A Definicdo 2 e o Lema 3 mostram como construir um ou dois
ciclos em K(n,k) a partir de um ciclo em K(n-2,k-1).

Definicdo 2. Seja C = (v1,V2,...,Vq) um ciclo em K(n-2,k-1). Definimos as sequéncias C; e C, como segue:
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(i) C1 = (0v11,1v,0,...,1v¢0) e C; = (1v10,0v-1,...,0v41), se q é par;
(i) C; = (Ov11,1v-0,...,0v41) e C; = (1v40,0v,1,...,1v40), se q é impar.

Dados dois caminhos disjuntos Q1 e Q2 tal que o ultimo vértice de Q1 é adjacente ao
primeiro vértice de Q», denotamos porQ; o Q,0 caminho obtido por primeiro atravessar os

vértices de Q1 e entado os vértices de Q.

Lema 3. Seja C um ciclo com g vértices em K(n-2,k-1).

(i) Se g é impar entdo existe um ciclo com 2q vértices em K(n,k);

(i) Se q é par entdo existem dois ciclos disjuntos, cada um com q vértices em K(n,k).
Demonstragdo. Ao adicionar 1 e 0 a um vértice de C, temos por definicdo um vértice de
K(n,k). Portanto, construa os caminhos C; e C2 em K(n,k) conforme a Defini¢cdo 2. Observe,
por construgdo, que Ci1 e Cz sdo caminhos em K(n,k) e, se q é par, ambos sdo também
ciclos. Se q é impar, uma vez que C é um ciclo, entdo existem arestas {Ovi1,1v40} e

{1v10,0vq1} em E(K(n,k)), o que implica quec; » C,€é um ciclo em K(n,k). m

Definicao 4. Sejam Sy, Tk e Rk trés conjuntos disjuntos dos vértices de K(n,k) tais que:

(i) Sk é o conjunto dos subconjuntos de tamanho k que tem o elemento 1 ou n, mas
nao ambos;

(i) Tk € o conjunto dos subconjuntos de tamanho k que ndo tem o elemento 1 nem o
elemento n;

(iii) Rk é o conjunto dos subconjuntos de tamanho k que tem ambos os elementos 1

en.

Observe que V(K(n,k))=Sk v Tk v R«k. Por definigdo, vértices em Sk ndo tem arestas
para vértices em Rx. Também, vértices em Ry séo adjacentes somente a vértices em Tk e,

portanto, K(n,k) tem um subgrafo bipartido (Tk,Rk) induzido pelas arestas entre Tk e Rx.

Lema 5. Para K(n=2k+1,k)=Ok, cada vértice v e Tx tem exatamente duas arestas para
vértices em Sy e (k-1) arestas para vertices em Ry.
Demonstragdo. Uma vez que um subconjunto de tamanho k em Tk ndo contém nem 1 nem

n, existem (2k-1) elementos para escolher k elementos. Portanto, n&o existem arestas entre
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quaisquer dois vértices em Tk. Entretanto, de (2k-1) elementos podemos escolher um
subconjunto u de tamanho k e um subconjunto v de tamanho (k-1). Observe que u € Tk é
adjacente av {1} € Sk e é adjacente a v u{n} e Sx. Os vértices de R adjacentes a u sdo
definidos adicionando-se 1 e n a v e removendo um dos (k-1) elementos de v a cada vez.

Lema 6. Para Ok, é verdade que |Tk|=|V(Ok-1)|.

Demonstracdo. Uma vez que|T,|= (Zkk_ 1) = ((Zsz I)l_ k)e(Zkk_ 1) = (Zkk__ll), segue

que |Tk| = [V(Ok-1)|. =

Lema 7. E verdade que |Ty| - |R«| > 2.

Demonstragdo. Umavez que n >2k+1, temos que

(n—-2)! (n—2)!
ITe| — IR, | = -
m=—2-k)'kK (-k)!(k-2)
1Tl = 1R =——(} _ 1)
n—2km—1 n-2k)(n-1)
— > =
1Tl = 1R = ——(" ") -
|Tk| _ |Rk| 2 (2k+1—2k)(2k+1—1) — & — 2 n

k k

Lema 8. Para K(n=2k+x,k) e k>x-1, é verdade que |Sk|>|T«|.

Demonstragédo. Observe que

n—2 (n—2)!
Sel=2 =2
ISkl (k—l) k=-Dn-k=1(k=-2)(n-k-=2)
150 = — 2 i1 =—25 il
k=1 " k+x—1"%
Para k>x-1, temos 2k >1m
k+x—1

A sequir, provamos algumas propriedades em alguns subgrafos bipartidos de K(n,k).
Seja H1 0 subgrafo bipartido (Sk,Tk) induzido pelas arestas entre Sk e Tk. Seja dx1(Sk) 0 grau

dos vértices de Sk em Hi e dni(Tk) o grau dos vértices de Tx em Hy.

Lema 9. Para K(n=2k+x,k) e k>x-1, é verdade que dni(Sk) < dna(Tx).

Demonstragédo. Observe que
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n—k-— 2) (n—-k-2)!

k-1 /= 2 —S———edy(Sx) = (

n—k— 1) _ (n—k-1)(n—k-2)!
T T (k-1)!(n-2k-1)!

dy1(Ty) = 2( k T k(k-1D)'(n—2k-1)!"

Portanto,dy,(Sy) =

n—k-1 _  k+x-1 _(1
2

x—1
2k-dp (Ty) ~ 2k-dps(Ti) ~ \2 MeTa dHl(Tk)>-

Uma vez que k>x-1, temos que xz;kl < %,l

Seja H2 o subgrafo bipartido (Tk,Rk) induzido pelas arestas entre Tk e Rk. Seja dn2(Tk)

o0 grau dos vértices de Tx em Hz e du2(Rk) o grau dos vértices de Rx em Ho.

Lema 10. Para K(n=2k+Xx,k), é verdade que du2(Rk) > dr2(Tk).

Demonstragédo. Observe que

dyn(T,) = (n — k- 2) _ (n—k=2)! e dyy (Ry) = (n — k) _ (n-k)(n-k-1)(n—k-2)!

k—2 /) (k=2){(n-2k)! k k(k—1)(k=2)!(n—2k)!
Portanto,
mn-k(n-k-1) (k+x)(k+x-1)
dy,(Ry) = dy,(Ty) = dy, (Ty).
2 (Ry) Kk — 1) 12 (Ti) k= 1) 12 (Ty)
(k+x)(k+x—-1)

Uma vez que x>0, temos que >1.

k(k-1)

Lemall. Se C=(v1,Vv2,...,Vq) € um ciclo hamiltoniano em K(n-2,k-1) e C1 e C2 sdo construidos
de acordo com a Defini¢cao 2, entdo

(1) Sk=V(C1) uV(Cy);

(i) |Sk|=|Ca|+|C2| = 2|V(K(n-2,k-1))].
Demonstragdo. Sem perda de generalidade, seja v e Sk tal que v=0v'1 paraVv' e V(K(n-2 k-

n—2
k-1

na string que representa v'. Estas combinac6es correspondem aos vértices de K(n-2,k-1).

1)). Entdo v' deve conter (k-1) 1's, que podem ser colocados em( )posigc”)es possiveis

A prova é anéloga para v=1v'0. Segue que, por constru¢do de C: e C, e porque C é um

ciclo hamiltoniano, cada vértice de Sk estAouem C; ouem C,. B

Lema 12. Para K(n = 2k+x,k) e x>1, & verdade que |C1|<|Tk|.

Demonstragéo. Pelo Lema 11,

-
= "

il = V(K -20k- D) = (} 75) = ——

k-1

Para x>1 e n=2k+x, temos <1lm

k
k+x-1
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Seja Hz o subgrafo bipartido (C1,Tk) induzido pelas arestas entre C: e Tx. Seja dn3(C1) o

grau dos vértices de C1 em Hz e dn3(Tk) 0 grau dos vértices de Tx em Ha.

Lema 13. Para K(n = 2k + x,k), é verdade que du3(C1) > dus(Tk).
Demonstragédo. Observe que

n_k_l)_ (m—k-1! (-k-1Dn—k-2)
k T k(m-2k-1) k(k—1)'(n-2k-1)"
n—k—Z) (n—k—-2)!

k=1 /" G=DItn=2k -1

dus(C,) = (

dp3(Ty) = (

Portanto,d;(C,) = "_';_1 dys(T,).

n—-k—-1 _ k+x-1

>1m
k k 1

Para x>1 e n=2k+x, temos

Usaremos um resultado que aparece como o Corolario 6.1.7 em (ASRATIAN et al.,
1998):

Proposicdo 14 [ASRATIAN et al., 1998]. Todo grafo bipartido tem um emparelhamento
maximo que cobre todos os vértices de grau méximo.

Teorema 15. Se existe um ciclo hamiltoniano C=(vi, v2,...,vq) em K(n-2,k-1), entdo K(n,k)
tem um ciclo C' tal que |C'|=3|V(K(n-2,k-1))|.

Demonstragéo. Construa Ci e Cz de acordo com a Definigédo 2. Denote por w, um caminho
w atravessado do ultimo para o primeiro vértice. Para n=2k+1, observe que hi exatamente
q vérticesOv,0conectando Ovj1 a 1v|0, onde Ovjl € Sk, 1vi0 e Sk e vj e C para 1 <j<q, ja que
o complementov;de um vértice vj e C tem k 1's e (k-1) 0's. Portanto,0v,0 € V(Ox). Os q
vertices0v;0, para v e C, séo distintos, porque C € um ciclo hamiltoniano em Ok.1 &, portanto,
o complemento dos vértices de C sdo também distintos e, pelo Lema 6, consistem de todos
os veértices de Tk.

Para n=2k+x e x>1, pelos Lemas 12 e 13 e Proposi¢ao 14, ha um emparelhamento
de Tk para os vértices de C; tal que cada vértice de C; € saturado. Observe que se um
vértice de Tx € adjacente a um vértice em C,;, ele é também adjacente ao vértice
correspondente em C,. Construa q caminhos de trés vértices combinando os vértices de

Ci1, C2 e Tk como segue:
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wp = 01711,017_10,11710
Wy = lv20,0v_20,0v21

wq = 11,0,0v,0,0v,1, Se g € par ou
wg = 0v,1,09,0,1v,0, se g € impar.

Observe que, para wj, 1 <j <q, o primeiro vértice de w; esta em Ci, 0 segundo esta
em Tk e o terceiro esta em C,. Concatene os g caminhos wj, 1 <j <, como segue:
C'=wyow, owz oWy o---0W,S€ ( € par eC’' = w; o w, o ws oWy o --- o w,S€ € impar.

Observe que, em ambos 0s casos, o ultimo vértice de C' é 1v40, que € adjacente ao

primeiro vértice de C', ou seja, a Ovil. Portanto, C' € um ciclo. =

Grafos Kneser sdo Prisma-Hamiltonianos

Essa se¢cdo mostra como um cacto par gerador em K(n,k) é obtido de um cacto par
gerador em K(n-2,k-1). Nossa prova constrdi um cacto par gerador em K(n,k) que é um ciclo
par conectado a caminhos de comprimento 1 ou 2. Para construir o primeiro cacto par
gerador, precisamos de um grafo Kneser hamiltoniano K(n-2,k-1) tal que o ndmero de
vértices |V(K(n-2,k-1))| é par. O Lema 16 mostra que, para cada n, existe um valor de k tal
que K(n,k) é hamiltoniano e o Lema 17 mostra que tal grafo tem um ndmero par de vértices.
Lema 16. O grafo Kneser K(n,k) € hamiltoniano para k=x+1 e x > 2.

Demonstragdo. Para 2 <x <8, foi provado que K(n=2k+x,k) € hamiltoniano para k=x+1
(SHIELDS & SAVAGE, 2004). Além disso, K(n >2.62k+1,k) é hamiltoniano segundo (Chen,
2003). Observe que, para x > 4 e k=x+1, temos 2k+x >2.62k+1. =

Lema 17. O grafo K(n=2k+x,k=x+1) tem um namero par de vértices.
Demonstragdo. Observe que, para k=x+1, o numero de vértices de K(2k+x,k)

&(30+ D=1y

[ A TR - .
Temos que (b)e divisivel por um nimero primo p se, e somente se, pelo menos um dos

digitos de b na base p é maior que o digito correspondente de a, de acordo com um

conhecido corolario do Teorema de Lucas (LUCAS, 1878). Denotaremos por (@m-1...a1do0)2
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a representagcdo de um inteiro a na base 2 com m digitos. Seja a = 3(x+1)-1 e b =x+1. Uma
vez que x+1 > 0, devemos ter que b = x+1 = (bm-1...bx10...0)2 para x > 1.

Seja 3(x+1) = (Cm+1CmCm-1...C1C0)2 = (bBm1...bx10...0)2 + (bm-1...bx10...00)2, 0 que
significa que 3(x+1) = (Cm+1CmCm-1...Cx10...0)2. Para obter a representagéo de a=3(x+1)-1 na
base dois, subtraia uma unidade de (Cm+1CmCm-1...Cx10...0)2, obtendo como resultado o
namero (Cm+1CmCm-1...cx01...1)2 = (@m+1@mam-1...ax01...1),. Observe que o x-ésimo digito
menos significante de a é 0, em todo lugar em que o digito correspondente emb é 1, o que
implica que

()=C*7 0

é divisivel por 2. m
Definimos dois tipos diferentes de cacto par gerador em K(n,k).

Definicdo 18. Um peiote é um cacto par gerador de K(n,k) tal que todos os vértices de Sk
e Tk formam um ciclo par e cada vértice de Rk esta conectado a esse ciclo por uma aresta.
Definicdo 19. Um cactoide é um cacto par gerador de K(n,k) tal que todos os vértices de
Sk e Y, onde Y c Tk, formam um ciclo par, todos os vértices de Tk \ Y estdo conectados a
esse ciclo por uma aresta, e cada vértice de Rk esta conectado por uma aresta a algum
vértice de Tk.

Observe que valem: todo peiote € um cactoide tendo Y=Tx. Uma vez que o ciclo par
em um cactoide somente tem vértices de Sk e Tk, cada veértice de Tk \ Y esta conectado ao
ciclo por uma aresta a algum vértice de Sk. Os vértices de Rg estdo conectados aos vértices
de Tk.

Lema 20. Para K(n=2k+x,k) e k>x-1, se existe um ciclo hamiltoniano C=(vy,...,vq) em K(n-
2,k-1) tal que |C| é par, entdo K(n,k) tem um cactoide.
Demonstragédo. Construa um ciclo C' como dado na prova do Teorema 15. Uma vez que
C' é formado pela concatenacdo de q caminhos, cada um com trés vértices, e |C| é par,
entdo |C'| é também par.

Primeiro considere n=2k+1. Pelos Lemas 6 e 11, temos |Tk|=[Sk| +2=|C1|=|C2].

Portanto, resta apenas conectar a C' os vértices de Rx. Lembre que os vértices de Rk séo
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adjacentes somente aos vértices de Tx. Pelos Lemas 7 e 10, e pela Proposi¢do 14, existe
um emparelhamento M entre os vértices de Rk e Tk de forma que todos os vértices de R
séo saturados. O emparelhamento M junto com o ciclo C' formam um peiote em Ok.
Agora, considere K(n=2k+x,k) para x>2. Pelo Lema 12, |T«|>|Sk| + 2=|C1|=|C>|. Pelos
Lemas 8 e 9, e pela Proposicéo 14, existe um emparelhamento M entre os vértices de Tk e
Sk tal que cada vértice de Tk é saturado. Portanto, existe um emparelhamento M' =M tal
que todos os vértices de Tx em M' ndo foram usados para construir C'. Pelos Lemas 7 e 10
e pela Proposicédo 14, existe um emparelhamento M" entre os vértices de Rk e T saturando
todos os vértices de Rx. Os emparelhamentos M' e M" junto com o ciclo C' formam um

cactoide em K(n,k). m

Pelos Lemas 16 e 17, para x >2 e k=x+1, K(n,k) € hamiltoniano e tem nimero par de
vértices. Para x=1, observe que Ok é hamiltoniano para 3 <k <13 (SHIELDS & SAVAGE,
2004) e que |V(Oz13)| é par. O Lema 20 fornece um peiote em O14 € um cactoide em K(n,k)
para x >2 e k=x+2. O Teorema 21 implica um cactoide em Ok para k >15 e em um cactoide

em K(n,k) parax>2 e k >x+3.

Teorema 21. Para K(n=2k+x,k) e k>x-1, se K(n-2,k-1) tem um cactoide, entdo K(n,k)
também tem um cactoide.
Demonstragdo. Seja C'=(vy,...,vq) 0 ciclo par de um cactoide W no grafo K(n-2,k-1)
construido conforme o Lema 20. Construa C:' e Cy' de C' conforme a Definicdo 2. Para uma
aresta {vi,w} e E(W) talquew ¢ C'e vi € C', se Ovil estd em C;1' entdo acrescente as arestas
(Ovil,1w0) e (1vi0,0wl) a C:' e C2', respectivamente. Caso contrario, acrescente as arestas
(Ovil,1w0) e (1vi0,0wl) a C>' e C1', respectivamente. Similarmente, se existe um caminho
(vi,u,w) em W tal que u,w ¢ C' e v; € C' e se Ovil estd em C4', entdo adicione os caminhos
(Ovi1,1u0,0w1) e (1vi0,0ul,1w0) a C1' e C2', respectivamente. Caso contrario, adicione 0s
caminhos (0Ovi1,1u0,0w1) e (1v;0,0ul,1w0) a C>' e Cy', respectivamente. Observe que todos
os vertices em C1' e C,' sdo vértices de Sk. Seja F o conjunto formado pelos vértices de Ci'
que tem: (a) grau 1, ou; (b) grau 2 e € um vértice no ciclo.

Para n=2k+1, os vértices 1vi0 e Ovil sdo adjacentes somente a um vértice em Ty:
Ov;0(Lema 5). Portanto, h4 um Unico emparelhamento M entre os vértices de Tk e F. Para

n>2k+1, pelos Lemas 12 e 13 e pela Proposigéo 14, existe um emparelhamento M entre os
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vértices de Tk e F que satura cada vértice de F. Uma vez que cada vértice de Tk adjacente
a um vértice Ov;1 é também adjacente a 1vi0, como no Teorema 15, construa q caminhos
combinando os vértices de C1', C2'e M < (F,T«):

(i) Se um vértice vi € C' tem grau 2 em W, entdo v; pode estar em Sx ou Tk. Entdo
(Ovil,z,1vi0) é um caminho de comprimento 3 em K(n,k) onde z € Tk e é dado por M;

(i) Se um vértice vi tem grau 3 e um caminho (vi,w) em W com w de grau 1, entdo
construa um caminho com cinco vertices: (0Ovil,1w0,z,0w1,1vi0) onde z Tk e é dado por
M;

(iii) Se um vértice v; tem grau 3 e um caminho (vi,u,w) em W, entdo construa um

caminho com sete vértices: (Ovil,1u0,0w1,z,1w0,0ul,1vi0) onde z € Tk € € dado por M.

Combine os g caminhos em um ciclo C* como no Teorema 15. Observe que, uma
vez que cada caminho tem nimero impar de vértices e q é par, |C* também é par. Resta
adicionar a C* os vértices de Tk que ndo estdo no ciclo e todos os vértices de R.

Considere primeiro n=2k+1. Seja u um vértice de Sk que esta em C* tal que u contém
o elemento 1 e u ndo é adjacente em C* a qualquer vértice de Tk. Entdo adicione a C* a
aresta {u,w} onde w é o Unico vértice de Tk adjacente a u (Lema 5). Pelos Lemas 7 e 10 e
pela Proposicdo 14, existe um emparelhamento M entre os vértices de Rk e Tk de forma
que todos os vértices de Rk sdo saturados. O emparelhamento M junto com o ciclo C*
formam um cactoide em Ok.

Agora considere n=2k+x e x > 2. Pelo Lema 8, |Sk|>|Tk|. O ciclo C* tem todos os
vértices de Sk e parte dos vértices de Tk. Pelos Lemas 8 e 9 e pela Proposi¢cdo 14, existe
um emparelhamento M entre os vértices de Tk e Sk tal que cada vértice de Tk é saturado.
Portanto, existe um emparelhamento M' < M tal que todos os vértices de Tx em M' ndo
foram usados para construir C*. Pelos Lemas 7 e 10 e pela Proposi¢cédo 14, existe um
emparelhamento M* entre os vértices de Rk e Tk saturando todos os vértices de Rk. Os

emparelhamentos M' e M* junto com o ciclo C* formam um cactoide em K(n,k). =

Corolario 22. Para x > 1 e n = 2k+x, 0 prisma sobre o grafo Kneser K(n,k) & hamiltoniano.
Demonstragdo. O grafo Oz tem um caminho hamiltoniano e, portanto, € prisma-

hamiltoniano. Para k=1 e 3 <k <13, Ok € hamiltoniano (SHIELDS & SAVAGE, 2004) e
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|[V(O13)| € par. Para x > 2, K(n,k <x+1) & hamiltoniano (CHEN, 2003; SHIELDS & SAVAGE,
2004) e, para k=x+1, tem um nimero par de vértices (Lemas 16 e 17). O Lema 20 fornece
um peiote em O14 € um cactoide em K(n,k) para x > 2 e k=x+2. Pelo Teorema 21, existe um
cactoide em Ok para k > 15 e um cactoide em K(n,k) para x> 2 e k > x+3. Portanto, pela

Proposicdo 1, o grafo K(n,k) é prisma-hamiltoniano quando n>2k. m

Grafos Kneser Bipartidos sédo Prisma-Hamiltonianos

Foi provado que o grafo Bk é prisma-hamiltoniano (Horak et al., 2005) determinando-
se um subgrafo gerador 3-regular 3-conexo em Bx. Um resultado em (Paulraja, 1993)
implica que grafos com tal subgrafo gerador séo prisma-hamiltonianos. Fornecemos uma
prova alternativa para o mesmo resultado e a estendemos para todos os grafos B(n,k)
conexos, relacionando um cactoide em K(n,k) com um cacto par gerador em B(n,k). A
Proposicao 23 é um corolério de um resultado provado em (JOHNSON, 2004) para Ok e Bx.
Proposicéo 23. Seja C um ciclo com q vértices em K(n,k).

(i) Se q é impar, entdo existe um ciclo em B(n,k) com 2q vértices.

(i) Se q é par, entdo existem dois ciclos disjuntos em B(n,k) cada um com q vértices.

ZkI:- x) + (Zkk:xx

Portanto, se C é um ciclo hamiltoniano em K(n,k) tal que |C| é impar, entdo a

Observe que |V(B(k +x, k)| = ( ) =2|v(K @k +x,K))|

Proposigao 23 fornece um ciclo hamiltoniano em B(n,k). Caso contrério, se |C| € par, entdo
os dois ciclos disjuntos contém todos os vértices de B(n,k).

Os Lemas 24 e 25 provam a existéncia de um ciclo impar em Ok e em K(2k+2 k),
respectivamente. Em ambas as provas ndo usaremos a representacdo dos vértices como

strings binarias.

Lema 24. O grafo Ox tem um ciclo com n = 2k+1 vértices tal que (n-1) vértices estdo em S
e um vértice esta em T.
Demonstragdo. Considere um subconjunto de tamanho k: o = {2,4,...,n-1=2k} € V(Ox).

Denote o+ 6 como o conjunto {(a + ) mod n : a € o}. A sequéncia Co=(o,0+1,0+2,...,0+(n-
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1)) é um ciclo com n vértices (BUENO et al., 2009). Observe que ndo ha elementos

consecutivos em o. Portanto, o esta em Tk e 0S outros vértices contém 1 oun. ®

Lema 25. O grafo K(2k+2,k) tem um ciclo de comprimento (2k-1) tal que cada vértice do
ciclo estd ou em Tk ou em R.
Demonstragéo. Considere os conjuntos A={2,3,...,k-1} e B={k, k+1,...,2k-1}. Seja A1 = 2, A2
=3,..., Ak2 = k-1 e B1 =k, B2 = k+1,..., Bk = 2k-1. Construa um ciclo Z=(zy,...,z):

z1 = A u{ln}

Z2 = B,

zz = (A\{A1}) v{1,2k,n},

z4 = (B\{B1}) U{A},

zs = (A\ {A1,A2}) U{1,B1,2k,n},

z6 = (B\ {B1,B2}) U{A1,A%},

Zj2 = (A \ {Al,...,Ak-z}) u{l,Bl,...,Bk-l,Zk,n} = {1,51,...,Bk.1,2k,n},
zi1 = (B\ {Buy,...,Bk2}) U{As,...,Ak-2},
Zj = V1 N Vj1 = {By,...,Bk2} U {2k,2k+1}.

Observe que Z é um ciclo e que h& (2k-4) vértices no caminho parcial (zs,...,zj-1).
Portanto, |Z|=2k-1. Note ainda que z e Tk quando i é par ou se i=j. Para i impar, exceto

para zj, todo vértice esta em Rx. &

Teorema 26. Para x > 1, o prisma sobre o grafo Kneser bipartido B(n,k) é hamiltoniano.
Demonstragdo. Observe que, se existe um ciclo hamiltoniano em K(n,k) e |V(K(n,k))| €
impar, entdo B(n,k) tem um ciclo hamiltoniano. Se |V(K(n,k))| € par, entdo B(n,k) tem dois
ciclos contendo todos os vértices que formam um peiote, uma vez que B(n,k) € conexo.
Como o unico grafo Kneser conexo ndo-hamiltoniano conhecido, O, tem dois ciclos
contendo todos seus vértices, o que resulta em um peiote. Portanto, assumimos k > x+1.

Seja C(W)=(wz1,Wz2,...,Wq) 0 ciclo par de um cactoide W em K(n,k) construido de
acordo com o Lema 20 ou o Teorema 21. Sejam W1 e W2 duas cépias de W. Construa dois
cactoides em B(n,k) modificando W1 e W> como segue:
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(i) C(Wy) = (wy W3, ... ,wy—1, W, )€ O ciclo par em Wi.

(i) C(Wy) = (Wy,w,, ..., Wy_7,w, )€ o ciclo par em Wo.

(iii) Para cada aresta {u,wi} € E(W) tal que u  C(W) e w; € C(W), se w; estd em W4,
entdof{u, w;} € E(W,)e{u,w;} € E(W,). Caso contrario, se w; estd em W5, entdo {u,w;} €
E(W,)e{u,w;} € E(W,). Similarmente, considere uma aresta {u,z}  E(W) tal que {u,z} ¢
E(C(W)). Se u estd em W1, entdo{z,u} € E(W,)e{z,u} € E(W,). Caso contrario, se u esta
em Wo, entdo{z, u} € E(W,)e{z,u} € E(W,).

Observe que cada vértice de B(n,k) estd em W1 ou em W>. Resta mostrar como
conectar apropriadamente W1 a W2 por uma aresta a fim de obter um cacto par gerador em
B(n,k).

Para x > 3, observe que o subgrafo induzido formado pelos vértices de Tk € isomorfo
a K(n-2,k) que é conexo e, consequentemente, B(n-2,k) também é conexo. Portanto, existe
uma aresta e={u,v} com u,v e Tk tal que as arestas ¢ = {u,v}e ¢’ = {u, v}conectam W, a
W>. Suponha que nem e' nem e" possam ser usadas para formar um cactoide em B(n,k).
Entdo u ou v (ou ambos) satisfazem uma das seguintes condigfes: (i) o vértice esta no ciclo
C(Wi) e tem grau 3 em Wi, ou; (ii) o vértice ndo esté no ciclo C(W;) e tem grau 2 em Wi..

Pelos Lemas 7 e 10 e pela Proposi¢édo 14, existe um emparelhamento dos vértices
de Rk para os vértices de Tk \ {u,v} que pode ser usado para conectar os vértices de Rk ao
cactoide em K(n,k) no Lema 20 e no Teorema 21.

Se x=2 entdo existe um ciclo Z=(zy,...,z) tal que j=2k-1 (Lema 25) e, pela Proposi¢éo
23, B(n,k) tem um ciclo Z' = (2,73, ..., 2,71, 2y, ... 1 Z3j=4x—2)- ObServe que cada vértice z
Z' também tem seu complemento z;em Z'. Uma vez que cada vértice em W1 tem seu
complemento em W> ha, pelo menos, duas arestas e; e e2 em Z' que conectam W1 a Wo.
Por construcao, e; e e> conectam dois vértices de Tk ou conectam um vértice de Tk a um
vértice de Rx. Como no caso anterior, um ou dois vértices de Tx podem ser removidos antes
de escolher um emparelhamento de (Tk,Rk) no Lema 20 e no Teorema 21.

Para x=1, seja v um vértice em C, (Lema 24). Uma vez que |C,| é impar, pela
Proposigao 23, existe um ciclo com 2n vértices em B, que contém ambos v e v, para todo

v e C,. Portanto, existe uma aresta e={u,v} em C, tal que as arestas e' = {u,v}e ' =
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{u, viconectam W1 a Wo. Pelo Lema 24, (n-1) vértices de C,sdo de Sk e um vértice pertence
a Tk.

Suponha que u,v € Sk. Se ambos os vértices tem grau 2, entdo conecte W1 a W2
com {u, v}ou{u, v}. Caso contrario, se u (ou v) tem grau 3, entédo esta conectado a um vértice
w € Tk. Pelo Lema 5, w é adjacente a exatamente dois vértices u e u' em Sk e cada vértice
de Sk € adjacente a exatamente um vértice em Tk. Portanto, a aresta {u,w} pode ser
substituida pela aresta {u',w} em W de forma que ou €' ou e" podem conectar W1 a Wo.
Agora, suponha u € Sk e v € Tx. Se u tem grau 3, entdo proceda como no caso anterior.
Suponha que v é adjacente em W a um vértice de Rx. Novamente, o vértice v pode ser

removido antes de escolher um emparelhamento de (Tx,Rk) no Lema 20 e no Teorema 21.
[
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