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SOBRE AS VARIACOES DE PARAMETROS DAS
FUNCOES TRIGONOMETRICAS: UMA APLICACAO

ABOUT PARAMETER VARIATIONS OF TRIGONOMETRIC
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: UNA APLICACION
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Resumo: A evolugio tecnologica ¢ um fato em todas as areas do conhecimento, e isso se estende aos softwares
utilizados para aprender e ensinar Matematica. Em meados de 2007, foi produzido um trabalho que propds
atividades sobre fungdes trigonométricas que deveriam ser resolvidas usando o software Winplot. Assim, este
artigo objetiva realizar uma releitura de algumas atividades presentes na referida pesquisa, utilizando, para resolvé-
las, o software GeoGebra. Ao realizar tal atualizagdo, percebe-se que existe uma necessidade de pensar as
atividades de forma a tornar o aluno auténomo, e espera-se apresentar aos professores uma possibilidade de realizar
atividades utilizando um software acessivel a todos.

Palavras-chave: Tecnologia. Fungoes Trigonométricas. Geogebra. Winplot.

Abstract: Technological evolution is a fact in all areas of knowledge, and this extends to the software used to
learn and teach Mathematics. In mid-2007, a paper was produced, which proposed activities on trigonometric
functions that should be solved using Winplot software. Thus, this article aims to carry out a re-reading of some
activities present in that research, using the GeoGebra software to solve them. When carrying out this update, it is
clear that there is a need to think about activities in order to make the student autonomous and it is expected to
present teachers with the possibility of carrying out activities using software accessible to everyone

Keywords: Technology. Trigonometric Functions; Geogebra. Winplot.

Resumen: La evolucion tecnoldgica es un hecho en todas las 4reas del conocimiento, y esto se extiende al software
utilizado para aprender y ensefiar Mateméaticas. A mediados de 2007 se elabordé un documento que proponia
actividades sobre funciones trigonométricas que deberian resolverse con el software Winplot. Asi, este articulo
pretende realizar una relectura de algunas actividades presentes en esa investigacion, utilizando el software
GeoGebra para resolverlas. A la hora de realizar esta actualizacion, es evidente que existe la necesidad de pensar
en actividades para que el alumno sea auténomo y se espera que presente a los docentes la posibilidad de realizar
actividades utilizando software accesible para todos.
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Introducio

As tecnologias digitais destinadas ao ensino de matematica estdo em constante
crescimento ao longo dos anos. Elas sdo ferramentas poderosas na compreensao dos conceitos
matematicos e existem indicativos claros, nos documentos oficiais, para integrar tais
tecnologias no cotidiano escolar. Essa ¢ uma das competéncias especificas de Matematica para
o Ensino Fundamental na Base Nacional Comum Curricular: “utilizar processos e ferramentas
matematicas, inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas
cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados”
(BRASIL, 2018, p. 267). Tal competéncia pode ser entendida como a integragdo de softwares

educacionais no ensino de Matematica.

Um aplicativo ou software educacional ¢ um recurso que qualquer professor pode
utilizar, mesmo que ndo possua conhecimento avancado sobre dispositivos moveis,
computadores ou programac¢do. Em particular, pensando no ensino de Matematica, a ideia ao
usar tais ferramentas ¢ investigar propriedades e conceitos relacionados a um determinado
assunto. Nesse contexto, Berleze (2007) apresenta onze atividades que abordam conceitos
geograficos para trabalhar a variacdo de parametros da fung@o seno por um viés dindmico, com
o0 auxilio do software Winplot. A autora realiza uma pesquisa de carater investigativo, usando
sua sala de aula como espago de pesquisa, no qual instiga os estudantes a aprenderem sobre tal
funcdo trigonométrica e a variagdo de seus parametros. A pesquisadora aproveita-se da
dinamicidade oferecida pelo Winplot e contextualiza as fun¢des com a incidéncia dos raios

solares na superficie terrestre.

Como o trabalho citado apresenta resultados positivos, este artigo objetiva realizar uma
releitura de algumas atividades presentes em Berleze (2007), utilizando, para resolvé-las, ao
invés do software Winplot, o software GeoGebra. A escolha pelo GeoGebra se deu por ser um
software de Matematica Dinamica (SMD) de facil acesso e gratuito, além de proporcionar

ambientes dindmicos de aprendizagem Matemadtica para varios niveis de ensino.

Na pesquisa (BERLEZE, 2007), foi possivel constatar que, inicialmente, os estudantes
tinham duvidas e insegurangas ao trabalhar com o software, mas apresentaram uma autonomia
maior conforme as atividades aconteciam. Diante disso, espera-se, ao atualizar a tecnologia

utilizada, possibilitar aos professores uma ideia de atividade que possa ser implementada em
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sala de aula, utilizando da exploragdo como motivagdo ¢ do SMD como facilitador da

aprendizagem e gerador de autonomia no aluno.

Sobre o software GeoGebra

Historicamente, as ferramentas tecnologicas tém desempenhado um papel importante
no ensino da Matematica, desde abacos até os dispositivos moveis, passando pelas calculadoras,
computadores, quadros interativos e similares (AKCAY, 2017). Mais recentemente, os
softwares que podem ser executados a partir de um navegador ou ferramentas baseadas na web
tornaram-se muito populares. Os professores usam recursos como GeoGebra, Khan Academy
e Youcubed para aprimorar a compreensdo Matematica de seus alunos. Pesquisas como a de
Kiefer, Mariani e Soares (2020) e Kessler (2015) observaram que a integragdo do GeoGebra na
sala de aula de Matematica pode tornar esse espago mais dindmico, a0 mesmo tempo em que
incentiva nos alunos o desenvolvimento de habilidades, favorecendo a realizagao de
procedimentos heuristicos essenciais na resolugdo de problemas.

Conforme Preiner (2008), o GeoGebra comecou a ser desenvolvido em 2001, como
projeto de mestrado de Markus Hohenwarter, na Universidade de Salzburg, Austria. Apos
publicar um protétipo do software na Internet em 2002, professores na Austria e na Alemanha
comegaram a usa-lo para ensinar Matematica, algo bastante inesperado pelo desenvolvedor,
que recebeu muitos e-mails entusiasmados e o feedback positivo desses professores
(HOHENWARTER; LAVICZA, 2007).

O GeoGebra possui caracteristicas tipicas de um Sistema de Algebra Computacional
(Computer Algebra System- CAS), como plotagem de graficos de funcdes, localizagdo de
raizes, calculo e representagdo grafica de derivadas e de integrais (HOHENWARTER;
PREINER, 2007). E devido a essas caracteristicas que chamamos o GeoGebra de SMD, tendo
em vista que foi desenvolvido para o ensino de Matematica, embora possa ser usado para outras
ciéncias (KESSLER, 2015). As ferramentas disponiveis nesse ambiente sdo propicias para
trabalhar conceitos de algebra, geometria, calculo e estatistica.

Assim, utilizando esse SMD, os usuarios podem criar atividades incorporando multiplas
representacdes de conceitos matematicos que estdo dinamicamente vinculados. O GeoGebra ¢

composto por uma janela de algebra, uma janela de graficos (graficos 2D e 3D) e uma barra de
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entrada. Inclui, também, uma planilha, um CAS e ferramentas estatisticas e de calculo (Figura

01).

Figura 01- Funcionalidades do SMD

7 GeoGebra Classic 5 - O *
Arquivo Editar Exibir Opces Feramentas Janela Ajuda Entrar...
i—p, *"  Janelade Algebra Ctrl+SninN_} 523 [E = (=]
Al ® gl E " Planilha Ctri+Shift+S ——4ll = b @ ¥

* = | calcuosmdiico (CAS) Ctri+shitek | | —

@ Janela de VisualizacSo Ctrl+Shift+1

J Janela de Visualizacdo 2 Cirl+Shift+2

. Janela de Visualizacdo 3D Cirl+Shift+3

_ Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L

\ <. Calculadora de Probabilidades C‘l‘rh—ShiﬂD)
ey 4

'~ Campo de Entrada
S Layout ...

& Atualizar Janelas Ctri+F
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

Entrada: @

Fonte: Sistematizado pelas autoras

De acordo com Caligaris, Schivo e Romiti (2015), o GeoGebra possui uma interface
amigavel e ferramentas que permitem aos professores criarem materiais que variam de simples
graficos a paginas web dindmicas. Além disso, observa-se que esse SMD possui codigo aberto,
¢ multiplataforma, multilingue e permite salvar e exportar arquivos de saida em varios formatos,
como por exemplo: ggb, html, xml, tikz e stl. Destaca-se, ainda, que o SMD possui uma
comunidade internacional ativa de usuarios que fornecem suporte técnico e compartilham de

ideias.

Sobre as Funcées Trigonométricas

As principais fungdes trigonométricas estudadas na Educagdo Basica sdo as fungdes
seno, cosseno e tangente. No entanto, neste artigo sera dado um enfoque na fungdo seno, ja que
Berleze (2007) a utilizou como parte da sua investigagdo e o intuito aqui ¢ o de atualizar as
atividades constantes em seu trabalho, propondo possibilidades de aplicacdo em sala de aula,

utilizando o software GeoGebra.
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Ao encontro disso, salienta-se que a fungdo seno ¢ uma fungdo perioddica, ou seja, seu
grafico se repete a cada novo “periodo”, com sucessdo de fases crescentes e decrescentes,
chamadas de flutuacdo. A flutuacdo tradicional da funcdo seno é da forma crescente,
decrescente, decrescente e crescente, isto €, a cada novo periodo, a fungio repete esses mesmos
moldes, como ilustra a Figura 02.

Figura 02- Funcdo seno

niz vn e 3vn a2 5\
1

Fonte: Sistematizado pelas autoras

A fungdo seno comumente tem sua forma geral representada por f(x) = sen(x),
podendo ser modificada para f(x) =a+ b -sen(c-x + d), em que a,b,c e d sdo numeros
reais (parametros) passiveis de altera¢@o e modificam a aparéncia do grafico da fungao.

Na fungdo seno, o pardmetro a ¢ chamado de eixo central, isto €, a partir desse valor, o
grafico crescera e decrescera, além de ser o ponto de partida da amplitude do grafico, que sera
explicada posteriormente. Ao modificar esse parametro, percebe-se que a fungdo sofre um
deslocamento vertical. Quando a > 0, o grafico da funcdo € deslocado para cima, ¢ quando
a < 0, o grafico da fungdo ¢ deslocado para baixo.

Com relagdo ao parametro b, ele define a amplitude da funcdo seno. Isso significa que
ele “comanda” o quanto o grafico da fungdo vai subir e o quanto vai descer. Assim, quando ele
¢ alterado, a funcdo sofre mudancas na sua amplitude. Se b aumenta, a amplitude do grafico
aumenta, ¢ se b diminui, a amplitude do grafico também diminui. A fung¢do seno tem sua
flutuacdo invertida quando b < 0, ou seja, o comportamento do grafico passa a ser decrescente,
crescente, crescente e decrescente.

Acrescenta-se, ainda, que, ao mudar o pardmetro ¢, o grafico da fun¢do sofre uma
alteracdo no seu periodo. Quando aumenta-se o valor de ¢ ¢ aumentado, o periodo diminui com

relacdo ao inicial, ou seja, a fungdo vai repetir sua flutuagdo em um periodo menor para ¢ > 1.
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Em contrapartida, quando 0 < ¢ < 1, a fung¢do tem seu periodo aumentado e, assim, ele se torna
maior que o inicial. Para valores de ¢ < 0, tem-se que o periodo aumenta quando ¢ < —1, e
diminui quando —1 < ¢ < 0, com o cuidado de que, para ¢ negativo, ocorre a mudanga da
flutuagdo, também.

Para o parametro d, tem-se que a fun¢do sofre um deslocamento horizontal. Porém, esse
deslocamento ocorre de forma ndo intuitiva, uma vez que os valores positivos parecem indicar
um deslocamento para a direita, e os negativos, para a esquerda. O que realmente sucede,
contudo, ¢ exatamente o contrario. Quando d > 0, o grafico da fungdo desloca-se para a
esquerda, e quando d < 0, desloca-se para a direita.

A figura 03 ilustra a variagdo dos parametros descritos acima.

Figura 03 - Fungdo f(x) =a+b-sen(c-x+d)

a=2

niz o iz b EXE) 2n smi2 an 2

- f(x) = 2 - 0.7 sen(3.2x + 3)

Fonte: Sistematizado pelas autoras
A escolha por apresentar possibilidades de estudar as fungdes trigonométricas surgiu
em decorréncia de que este ¢ um dos principais topicos do curriculo de Matematica do Ensino

M¢édio e constitui base de muitos cursos avangados de Matematica.

Propostas de Investigacio

O trabalho tomado como base para este artigo (BERLEZE, 2007) foi aplicado em uma
turma de 1° ano do Ensino Médio, com 14 alunos. A experimenta¢do da autora em questdo
ocorreu no turno inverso as aulas, em periodos de 4 horas-aula semanais, durante 7 semanas,
totalizando 7 encontros. Ademais, os alunos ja possuiam conhecimento sobre fungdes e seus
graficos, sabendo construi-los com lapis e papel.

No experimento de Berleze (2007), foram realizadas atividades investigativas com a

utilizagdo do software Winplot para construir e analisar os graficos das fungdes afim,
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quadratica, exponencial, logaritmica ¢ trigonométricas. Entretanto, no presente artigo, o foco
sera dado exclusivamente as fungdes trigonométricas, mais especificamente a fungdo seno, em
que Berleze(2007) propds onze atividades. Estas relacionaram conceitos geograficos e
matematicos, aproveitando-se do viés dinamico do software Winplot para estimular os
estudantes a investigarem sobre a func¢do seno e a variagdo de seus parametros.

Para a introducdo das atividades, Berleze (2007) trouxe uma contextualizagao
geografica, uma vez que as atividades possuem um carater interdisciplinar. Nesse sentido,
destacou que, tendo em vista que a Terra ¢ aproximadamente esférica, a luz que vem do Sol
sempre incide perpendicularmente em algum ponto da superficie terrestre. Além disso, Berleze
(2007) indica que, devido aos movimentos de rotagdo e de translacdo da Terra, a cada dia do
ano, a luz do Sol ¢ capaz de atingi-la perpendicularmente em circulos de latitudes diferentes,
entre -23,5° e +23,5°. A latitude desses “circulos” de incidéncia perpendicular da luz do Sol é
chamada de declinagdo (§), e € fungdo do dia do ano (d), onde este ¢ um dia entre 1 e 365,
correspondente ao dia Juliano: §(d) = 23,5 - sen[:Tn5 -(d —81)].

Ao encontro disso, a autora ressaltou que ndo ¢ em toda a superficie da Terra que
acontece de o Sol "ficar a pino" em algum dia do ano. Localidades a mais de 23,5° do Equador
terrestre, ao norte ou ao sul, nunca tém o Sol a pino. Ademais, a latitude (declinacdo) obtida
por meio da funcdo pode variar de -23,5° a +23,5°. A latitude negativa estd associada ao
Hemisfério Sul (HS) e a positiva ao Hemisfério Norte (HN). Ainda, € possivel calcular o angulo
entre o Sol e a vertical (ou normal), que ¢ chamado angulo zenital, de regides onde o sol nunca
fica a pino. Para isso, basta saber qual a latitude em que, naquele dia, os raios s3o
perpendiculares ao solo (&) e a latitude da cidade (¢p). O angulo zenital sera o médulo da
diferenga entre essas duas latitudes: |§ — ¢| = 6.

De posse dessas informacdes, os estudantes ja estavam aptos para a realizagdo das
atividades investigativas no software Winplot. Na presente pesquisa, as 11 atividades propostas
e implementadas por Berleze (2007) foram revisitadas utilizando o software GeoGebra. No que
segue, serdo apresentadas nove das onze atividades pois foram consideradas mais interessantes

e ndo repetiam os conceitos apresentados.
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Atualizacido das Atividades propostas para o software GeoGebra

Na primeira atividade proposta em Berleze(2007), ilustrada na Figura 04, a autora
esperava que os estudantes conseguissem inserir o grafico da fungdo declinagdo no software
Winplot. Além disso, deveriam utilizar o recurso “trago”, disponivel no Winplot, para verificar
em qual latitude os raios solares seriam perpendiculares na data solicitada e, posteriormente,

verificar o sinal da latitude, respondendo quanto ao seu hemisfério.

Figura 04 — Atividade 1

1) Construa o grafico da declinagio em fungdo do dia juliano, limitando o dominio da
fungio para os valores informados no texto.

11) Verifique para qual declinagio (latitude) os raios solares serdo
perpendicul ares a superficie ao meio dialocal de 14 de abril (104° dia juliano).

1.2) Esta latitude pertence ao Hermisfério Norte (HN ) ou Sul (HS)?

1.3)Dentre as cidades citadas no texto, qual mais se aproxima desta latitude?

Fonte: Berleze (2007, p.173).

Assim, utilizando o software GeoGebra, criou-se um controle deslizante “d”, variando
de 1 a 365, com incremento 1. Ele representaria os dias ¢ a declinag@o seria em fungdo desses
dias. Depois, foi digitado, no campo de entrada, a expressdo D(d) = 23,5 - sen(2r(d —
81)/365), que representa a funcdo declinagdo. Por fim, foi construido um ponto P, de
coordenadas (d, D(d)), que podera auxiliar os alunos a encontrarem uma determinada

declinagdo em um dia especifico do ano (Figura 05).
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Figura 05 - Construgdo da fun¢fo declinagdo no GeoGebra
AANBOOLN =

® Jarela de Algebra  + Janela du Visualizaglo
*d=104
f d-81
& Id) = 205 sen| 27 5ia- )
® P = (104, 9.06)
A= (81, 0) e
= (263, 0)
€= (172,215

Ho=i0,-2%
Ey=-23

G = (1.75.-27)
K = (342.75, -23) 1o
L=-205

m = 38.56

Q= (104, 38.56)

ga= 172

hix= 355 "

Fonte: sistematizado pelas autoras

Dessa forma, para solucionar o primeiro item da atividade 1 utilizando o GeoGebra,
basta mover o controle deslizante “d”, que representa os dias, para o dia 104 e, analisando as
coordenadas do ponto P, descobrir que, nesse dia, ao meio dia, os raios solares serdo
perpendiculares a superficie de um local com latitude correspondente a 9.06°. Ainda,
verificando a positividade da latitude, conclui-se que se localiza no Hemisfério Norte,
respondendo ao segundo item. Ja o terceiro item poderia ser respondido por meio da
visualizacdo de uma tabela fornecida por Berleze (2007), relacionando cada cidade e a sua
respectiva latitude. Nesse caso, a latitude mais proxima a 9,06° era 9° N e correspondia a cidade
de Sao José (Costa Rica).

A segunda atividade proposta em Berleze (2007) foi resolvida sem o uso do Winplot.
Dessa forma, ndo foi necessaria nenhuma atualizacdo. Com relagdo a terceira atividade (Figura
06), os alunos foram solicitados a preencher uma tabela indicando as datas (dias julianos) ¢ as

declinagdes nos solsticios € equindcios.
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Figura 06 — Terceira atividade

3)Os pontos do grafico com declinagfes méaximas e nulas coincidern com os dias dos

Solsticios e Equindcios. Dada as informagdes na tabela abaixo, complete com o que

falta:

Datas iui.":“ Declinaglo
Equindeio de O utono[HS )/ Prim avera (HN) 21/22 de Mago 80781 D
Solsticio de Inverno[ HS )/ Vexio[HN) 21/22 de Junho D +23 5°
Equindeio de Prim avera[HS )/Outono(HN) 22/25 de Setembro D o°
Solsticio de Verho[HS)/Tnverno[HN) i 35585 D

HS = Hemisferio Sul: HN = Hemisferio Noxte

Fonte: Berleze (2007, p.174).

Vale destacar que Berleze (2007) explorou junto a seus alunos, a ideia de solsticio e
equindcio inicialmente, explicando aos estudantes o que seria cada um desses fenomenos. Para
complementar, a questdo também trouxe uma indicagdo da caracterizacdo dos solsticios e
equindcios, como pontos de declinagdes maximas e nulas.

Para solucionar a questdo utilizando o software GeoGebra, recorreu-se ao controle
deslizante, movendo-o para os dias 80/81 e 355/356. Percebeu-se que, nesses dias, a declinagdo
era de 0° e -23.5° respectivamente. Para os quadros intermediarios, onde ¢ fornecida a
declinagdo, apenas observou-se o grafico e moveu-se o ponto P para as declinagdes citadas, a
fim de confirmar a suposigdo visual. Assim, chegou-se a conclusdo de que os dias 172/173 ¢
263/264 possuem a declinacao de 23.5° e 0°, respectivamente.

Observa-se que os dias dos equindcios correspondem as raizes da fungdo e os solsticios
representam seus pontos de maximo e minimo. Para representar esses pontos no GeoGebra,
utilizou-se A e B para as raizes e C e E para os pontos de maximo e minimo, respectivamente,

durante um periodo da fung¢éo seno (Figura 06) .
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Figura 06 - Raizes da fungdo como equindcios e pontos de maximo ¢ minimo como

solsticios.

AL P (N

+ Janela de Aigebes 4 Jamela de Visualizacha
" dm22l

® D{l) = 215 sen| 27 ‘.’._j‘_;_'.:.
® P =@21, 157

® A= R0 e

® §-0263,0) gedl
¢

a0,
By=-23 s
G = 1175, -23)

K= (342.75,-23) 108
Lu-205

m=
Q= (221, 45.2)
gam172 "
hew= 355

Fonte: Sistematizado pelas autoras
Berleze (2007) solicitou que os alunos completassem uma tabela. Na versao atualizada
que consta no presente artigo, usando o GeoGebra, utilizou-se a ferramenta planilha para

resolver a questdo, como ilustra a Figura 07.

Figura 07 - Planilha no GeoGebra

» Janela de Algebra = X |~ Planilha
® d=97 ANV EEE =~ @
(o d—81\ || ¥
@ D(d) = 23.5 sen[ 27 =~ | |BB1 |2 |-Dia1)
\ 365 ) |
A i G r

® P=(97,6.39) - L
® A=(81,0) i 11=DiAn)
® B=(263,0) 2 2 2298
® C=(172,235) 3 3 2289
® E=(355,-23.5) =
® H=(0, 23) 4 4| 228
® fy=23 5 5 -2289

G =(1.75,-23) 6 6 2250

K = (342.75, -23) = =

gl 7 7 2247

m = 35.89 8 8] 2235

Q=(97, 35.89) 9 9 2222
: :1 F;;i 10 10| 2200

x= 11 11 2195

Fonte: Sistematizado pelas autoras

A quarta atividade apresentada em Berleze (2007) questiona os alunos com relagdo a
uma determinada cidade e a possibilidade desta ter o sol a pino mais de uma vez no ano. Essa

questdo instiga o aluno a perceber que, dado o carater periddico da fungdo, cada uma das cidades

Péginal 1

Rev. Bras. de Iniciacdo Cientifica (RBIC), IFSP Itapetininga, v.8, €021042, p. 1-21, 2021.



de miciacao cientifica

com latitudes entre 23.5° ¢ -23.5°, respectivamente os pontos de maximo ¢ minimo da fung¢io,
possuiria dois dias onde o sol estaria a pino e os raios solares incidiriam perpendicularmente a
superficie duas vezes. Para resolvé-la utilizando o GeoGebra, basta movimentar o controle

deslizante construido para resolver a atividade anterior.

A quinta atividade (Figura 08) envolve o conceito de dngulo zenital, apresentado aos
alunos em Berleze (2007) na introducdo dos trabalhos. Ademais, destaca-se que essa atividade
pode ser uma das mais complexas para os alunos no que diz respeito a descoberta de como

resolvé-la.

Figura 08 — Atividade 05

5)Hoje & dia 30 de outubro, eqﬁivalente ao 303° dia juliand e os raios solares estdo
perpendiculares a superficie terrestre na latitude de 14,7°S. Sabendo-se que Santa
Maria estd localizada a 29,7°S, descubra qual o &ngulo formado entre o Sol e a
wertical (dngulo zenital ) aomeio dialocal do dia de hoje.

51) Verifique qual serd, ao longo do ano, o maior a&ngulo zenital visto em

Santa Maria e para que diaele ocorre.

52) Verifique qual serd, ao longo do ano, o menor dngulo zenital wisto em

Santa Maria e para que diaele ocorre.

Fonte: Berleze (2007, p.175).

Para calcular, utilizou-se a formula |6 — ¢| = 6, onde § representa a declinagdo
(latitude) do local onde o sol esta a pino hoje, ¢ representa a latitude de Santa Maria ¢ 6 o
angulo zenital procurado. Com relagdo ao primeiro item da atividade, inicialmente, deve-se
inserir, no GeoGebra, um niimero L = -29.5, que corresponde a latitude de Santa Maria, e
posteriormente, um niimero m = |D(d) - L|. Feito isso, inclui-se, também, um ponto Q = (d, m)

e ativa-se o rastro deixado por ele ( Figura 09).
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Figura 09 - Maior angulo zenital

Ept Bl - S0 (4P AT 3 .
* Janela de Algebra %+ Janela de Visualizagio *
®d=172
® D{d) = 235 sm| 2w d;;'lj
® P=(172,215)

3 e d=172

G = (175 -21)

K= (342.75, -23) 100

L=-295

m=53 L]
® Q=(172,53)

gx=172 W

hix= 355 -

T FIET) 0 100 120 140 160 IS0 200 120 248 M §00 30 1R Js0 190 400 4z o
- -0

Entrada:

Fonte: Sistematizado pelas autoras

Nesse sentido, pode-se perceber que o grafico da declinago era paralelo ao rastro, logo,
o valor m (que corresponde a coordenada y de Q), seria 0 maximo para a mesma coordenada
de x onde a declinagdo era maxima. Assim, percebe-se que o maior angulo zenital ocorre no
dia 172 e corresponde a 53° (Dia do solsticio de inverno do hemisfério sul). Ja o segundo item
foi resolvido de forma analoga, apenas analisando o ponto de minimo da declinag3o.

A partir da sexta atividade, inicia-se uma nova fase na pesquisa, onde as atividades
comecam a possuir um carater muito mais matematico do que geografico, envolvendo
investigacdes sobre as mudangas ocorridas na fungdo seno por meio do acréscimo de
parametros.

Nessas atividades, os recursos utilizados no software GeoGebra sdo bem semelhantes
aos que foram explorados no Winplot (BERLEZE, 2007), em que a pesquisadora teve por
objetivo a compreensdo, por parte dos estudantes das nogdes de translacdo vertical e horizontal,
periodo, amplitude e flutuagdo. Especificamente na atividade seis, o estudante ¢ convidado a
construir os graficos de f(x) = sen(x) e g(x) = a + sen(x), no Winplot e utilizar o recurso
“animacdo” para o pardmetro a, presente naquele recurso.

Assim, no GeoGebra, inicialmente, construiu-se um controle deslizante “a”, variando
de -10 até 10. Posteriormente, inseriu-se, na caixa de entrada, as duas fungoes solicitadas. Dessa

forma, para resolver a questdo, basta mover o controle deslizante, fazendo "a" assumir tantos
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valores positivos quanto negativos. Percebe-se, assim, que o grafico da fun¢do g tem uma
translacdo vertical para cima e para baixo, respectivamente, quando comparado com o grafico

de f (Figura 10A e B).

Figura 10 —Translagao vertical para cima (A) e Translago vertical para baixo (B)

Fonte: Sistematizado pelas autoras

Além das translagdes observadas, destaca-se a mudanga do eixo central quando sdo
feitos esses deslocamentos verticais, uma vez que o eixo central acompanha o valor do
parametro a.

Com relacdo a sétima atividade proposta, o pardmetro b foi considerado. Nesse sentido,
no software Geogebra, construiu-se um controle deslizante “b”, variando de -10 até 10 com.
Posteriormente, construiu-se as duas fungdes f(x) = sen(x) e g(x) = sen(x + b). Ressalta-
se que, nessa atividade, os alunos devem perceber o conceito de deslocamento horizontal, sendo
importante que o professor questione, em um primeiro momento, suas expectativas com relagdo
a mudanca desse pardmetro, ja que possuem a experiéncia relacionada ao parametro a .

Na questdo citada, ¢ interessante perceber as conjecturas dos alunos, pois, uma vez que
percebem que a funcdo terd um deslocamento horizontal, ¢ contraintuitivo pensar que valores
positivos deslocardo a fungdo para a esquerda e negativos para a direita. Uma proposta relevante
seria abordar o porqué desse movimento, utilizando exemplos em sala de aula apds a pesquisa.

A oitava atividade (Figura 11) inicia propondo uma nova investiga¢cdo, na qual o aluno
deveria verificar mudangas na estrutura do grafico da funcdo, isto €, mais do que apenas

deslocamentos verticais e horizontais, mas contragdes e dilatagoes.
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ISSN: 2359-232X
Figura 11 - Atividade 8

8) Construa os grificos de fixFsen(x) e glxF csen(x) e, usando animagio no
pardmetro ¢ responda:

8.1)Faga ¢ assummir valores positivos entre 0 e 1. Vocé acha que, comparados ao

gréfico de f, os graficos de g estio mais encolhidos ou alongados na diregéo
vertical?

8.2) Faga ¢ assurnir valores positivos maiores do que 1. Vocé acha que,

comparados ao grifico de f, os gréficos de g estio mas encolhidos ou
alongados na direqéo vertical?

Fonte: Berleze (2007, p.178).

Para solucionar essa atividade, inicialmente, no GeoGebra, construiu-se um controle
deslizante “c”, variando de -5 até 5. Posteriormente, inseriu-se as duas fungdes solicitadas no
GeoGebra. Quando o parametro ¢ assume valores positivos entre 0 e 1, percebe-se que os
graficos estdo contraidos, ou seja, a imagem de g(x) foi alterada para um intervalo menor que

a imagem de f(x) (Figura 12).

Figura 12 - Grafico de g(x) contraido quando comparado a f (x)

Calll P %=1 MO8 R F AUBNEETIT

v Janeta de Slgebra %+ Jansla de Visualizagio
® 1(x) = senix)
a=3 s cm= 05
lx) = 3+ senfs) ——li—
b=2
tx) = senx +2) "
" c=05
® ifx) = 0.5 senfx)
d=2 L]
k) = son{2x)
e=0
#{x) = senfx) 2
mix) = cos{x)
wix) = |eoaix)| ) ik st i H
T TN o e — TR
3 = 1 : =t [ ] [ . O [ 1 [I
e ; =t mild =
-2
-3
a
Entrada:

Fonte: Sistematizado pelas autoras

Ja quando o parametro “c” ¢ definido como um valor positivo maior do que 1, os

graficos estdo mais alongados, ou seja, a imagem de g(x) foi alterada para um intervalo maior
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que a imagem de f(x). Finalmente, quando ¢ = -1, podemos perceber que a fungdo sofre uma
inversdo completa, isto €, fica simétrica com relag@o ao eixo x. Algumas observagdes sdo que
as duas fungdes possuem o mesmo dominio, 0 mesmo conjunto imagem € as mesmas raizes.
Entretanto, onde a fung¢@o f(x) possui pontos de maximo, a fungdo g(x) possui pontos de
minimo e vice-versa.

Destaca-se que, na analise realizada em Berleze(2007) referente a questdo 8, foram
feitas outras perguntas. O estudante deveria fazer o pardmetro “c” assumir valores negativos
entre 0 e -1, valores negativos menores do que -1 e realizar as mesmas investiga¢des no que se
refere ao alongamento ou ao encolhimento do grafico da g(x) em relagdo a f(x). Isso ocorreu,
pois a pesquisadora pretendia que o aluno percebesse que as contragdes e os alongamentos da
funcdo ndo dependiam do sinal que o pardmetro ¢ assume, mas do seu valor absoluto.

Finalmente, Berleze (2007) questionou aos alunos a relagdo do mddulo de ¢ e ao
conjunto imagem da fungdo (Figura 13), pretendendo que o estudante compreendesse a relagdo

entre o conjunto imagem e o valor absoluto do parametro

Figura 13 - Questdes sobre o valor absoluto de ¢

8.6)Resurmnindo: 0 que acontece cormn o grafico de g, comparaivamente ao de f,
quando |¢|>1? E quando |e| <17 ‘
8.7) Obserwve que a fungdo f varia de [-1,1]. Qual o conjunto imagem da fungdo
g?

8.8) Comparando os zeros das fungdes fe g, o que vocé pode concluir?

Fonte: Berleze (2007, p.179).

Destaca-se, ainda, que em Berleze (2007), em nenhum momento ¢ citado o termo
“amplitude”. Isso possibilitou aos alunos tirarem suas proprias conclusdes a partir da
investigacdo, para depois formalizarem os termos e os conceitos.

A nona atividade envolveu o tltimo parametro a ser analisado, a saber, o pardmetro d.
Nessa tarefa, os alunos deveriam criar as fungdes f(x) = sen(x) e g(x) = sen(d - x) e

verificar o que acontece quando se modifica o parametro d.
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Da mesma forma que o parametro c, a pesquisadora também questiona sobre os valores
absolutos do pardmetro d, uma vez que modificagdes no sinal fazem a fung¢do inverter-se, mas
os valores absolutos em si possuem propriedades em comum com relagdo ao alongamento ou a
compressdo horizontal do grafico. Dessa forma, quando |d| < 1, o grafico da fungdo g(x),
quando comparado com o grafico da fungdo f(x), fica alongado horizontalmente. J& quando
|d| > 1, o grafico da fungdo g(x), quando comparado com o grafico da fungdo f(x), fica
contraido horizontalmente. Relacionado ao conjunto imagem da funcdo, nota-se que essa

transformacdo nao altera o conjunto imagem, como ilustra a Figura 14.

Figura 14 - Grafico da fungdo g(x) alongado horizontalmente

AL A D) (O] N a2l

¢ janels de Algebra =+ janels de Visualizagho
® 0(x) = semix)
a=3 L d=-05
&%) = 3+ sen(x) [N —
b=2 Ll
h{x) = sen{x 4 2)
€=3 5
ifx) = 3 sen(x)
® d=-05 "
» kix) = sen{—0.5x)
e=0
(x) = sen(x) 3
x) = cosfx)
(x) = fems(x)
B == S s
" N, o )
LN 1 I 7 ) g S DR TN (O wa 5 N 7 uFn
b Ui o O G EA I8 ¥ 4
-2
a
-

Fonte: Sistematizado pelas autoras

A pentltima atividade compara os graficos das fungdes seno e cosseno, buscando que o
aluno compreenda que eles sdo semelhantes, apenas com uma diferenca de deslocamento

(Figura 15).
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Figura 15 — Atividade 10

10) Construa os graficos de fixFsen(xtb) e g{xFcos(x). Inicidmente, faga b=0. Note
que os dois graficos séo rmuito parecidos, porém, ndo coincidentes. Anirre o
pardmetro b e descubra qual seu menor valor positivo para o qual os dois graficos

coincidem.

Fonte: Berleze (2007, p.185).

Para resolver essa questdo no GeoGebra, construiu-se um controle deslizante “e”,

. . . Vs . . . ~ . .
variando de —57 a 5w e com incremento igual a > Depois, inseriu-se as func¢des solicitadas,

¢ 9

alterando “b” por “e”. Com e = 0, percebeu-se que a funcdo seno possui a mesma curva da
funcdo cosseno deslocada horizontalmente. Como ja visto antes, se o parametro “e” for
modificado, a fun¢do tera um deslocamento horizontal, entdo bastara saber quanto ¢ preciso
deslocar para que as fungdes tenham graficos coincidentes. Assim, animando o controle

deslizante, consegue-se perceber que o menor valor positivo de “e” para que os graficos sejam

.. , T
coincidentes é p

Finalmente, a ultima atividade proposta em Berleze (2015) apresenta a comparagio
entre o grafico da fungdo f(x) = cos(x) e o da g(x) = |cos(x)|, questionando os estudantes
em relagdo ao sinal da fungdo g(x), bem como se ¢é possivel obté-la por meio de uma reflexdo

de partes do grafico de f(x) (Figura 16).

Figura 16 - Atividade 11

11) Construa os graficos das fungbes fix)Fcos(x) e g{xF|cos(x)|. No Winglot, a
fungio g dada pode ser introduzida camo abs{cos(x)).

11.1) O que vocé pode observar sobre o sinal da fungio g?

112) E correto conduir que o grifico de g pode ser obtido tragando-se o

grifico de f e refletindo em torno doeixo x os pontos de ordenadas negativas?

Fonte: Berleze (2007, p.186).

Nessa atividade, a analise que deve ser feita com relacdo ao sinal da func¢do g(x) € que

ela sempre possui valores maiores ou iguais a zero, uma vez que o modulo exige os valores
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absolutos (positivos). Ademais, observando-se com cuidado, percebe-se que € possivel obter o
grafico da fungdo g(x) a partir do grafico da f (x), desde que sejam refletidos em torno do eixo

x 0s pontos de ordenadas negativas da funcdo (Figura 17).

Figura 17 - Obtencéo do grafico de g(x) a partir do grafico da f(x)
AL O ] e

¢ janela de Algebra =+ Janels de Visualizagho
1{x) = sesiin)
am3 t
wix) = 3+ senix)

b=2
h{x) = sen(x +2)

e=314

t{x} = sen(x 4 3.14) L
® mix) = cosfx)
® ulx) = |cos{x)|

Entrada;

Fonte: Sistematizado pelas autoras

Portanto, a partir dessa atividade transposta do software Winplot para o software
GeoGebra, percebe-se a facilidade em construir questdes ¢ atividades investigativas que possam
introduzir o conhecimento dos parametros das funcdes. Ressalta-se, ainda, a variedade de
propostas possiveis de serem feitas no ambito da investigacdo dos parametros, utilizando-se,
para tanto, o software GeoGebra, que ndo se restringe apenas a funcdo seno, mas abre um leque

de possibilidades referentes as mais diversas fungoes.

Consideracées Finais

Atualmente, o impacto das tecnologias aumenta em todas as areas e, consequentemente,
a educacdo ndo pode ficar fora. Este artigo teve como objetivo realizar uma releitura de algumas
atividades presentes em Berleze (2017), trazendo-as para os dias atuais, com a substitui¢do do
software Winplot pelo GeoGebra. O intuito da pesquisa ndo foi realizar um comparativo entre
os softwares utilizados, mas resolver as atividades empregando um SMD ao invés de um

software de plotagem de graficos.
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Nesse sentido, observa-se que o Winplot ndo é um software obsoleto, longe disso. Ele
continua firme no proposito ao qual se destina. Porém, a tiltima versao publicada desse software
foi a de 2012 e, apds a morte do seu desenvolvedor Rick Parris, ndo existe nenhum site oficial
onde seja possivel realizar o download da ferramenta. Dessa forma, acredita-se importante
mostrar uma alternativa usando um software disponivel e acessivel, como é o caso do
GeoGebra.

No trabalho realizado ha quase quinze anos (BERLEZE, 2017), foi possivel constatar
que, nas primeiras atividades, os estudantes tinham duvidas e insegurancas ao trabalhar com o
software, solicitando, frequentemente, a ajuda da pesquisadora para confirmagao das solucoes
encontradas. Porém, conforme as atividades aconteciam, os estudantes apresentaram uma
autonomia maior, tornando-se independentes ao utilizar o software.

Diante disso, nosso intuito ¢ realizar uma implementac¢do em sala de aula, a qual ndo foi
possivel, visto a situagdo pandémica enfrentada. Pretendia-se, com isso, verificar se as
atividades investigativas com o uso de SMD continuam com potencial de elevar a autonomia

dos estudantes, desta vez, utilizando o GeoGebra.
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