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Introduccion

Un analisis basado en 168 investigaciones sobre el problema de la ensefanza del
Algebra Lineal y la Geometria Analitica (en adelante AL y GA respectivamente) en la
Universidad, confirma la existencia del fendmeno de escision entre estos conocimientos
(Sabatinelli, Llanos y Otero, 2021). Especificamente los trabajos de Oropeza y Sanchez (2015),
Oropeza y Lezama (2007, 2008), Dogan-Dunlap (2010) y Shi (2009) abordan este problema
que consiste en estudiar separadamente GA y AL, incluso en el caso en que estos saberes
conformen una unica materia, como ocurre en el ciclo basico de la formacion de ingenieros en
las universidades de Argentina. Sin embargo nos preguntamos ¢ ocurre lo mismo desde el punto
de vista epistemologico? En el trabajo de Dorier (1995) se propone que el AL debe ser entendida
como el estudio de los espacios vectoriales a partir del cardcter unificador y generalizador que
¢éstos tienen. La generalizacion de problemas geométricos a espacios de dimension mayor a tres
reforzo la cohesion de los problemas lineales, y en definitiva la vinculacion entre AL y GA.
Tanto el modelo de R" como espacio vectorial finito-dimensional la teoria de determinantes, las
representaciones graficas y el uso de vocabulario geométrico gradualmente se conform6 como
el bagaje teodrico para poder hacer frente a cualquier problema de linealidad. Este proceso
muestra como la idea de espacio vectorial, es en definitiva la sintesis entre la geometria y la
teoria de los determinantes. Por otra parte, en el trabajo de Katz y Barton (2007) se sintetizan
las fases del desarrollo del Algebra: geométrica, estatica, de resolucion de ecuaciones, dinamica
funcional y abstracta. Estas etapas se identifican con las propuestas de los programas de estudio
para Ingenieria en las universidades argentinas. Desde los primeros programas de estudio en
1880 con una fuerte carga en la resolucion de ecuaciones, al estudio de las estructuras
algebraicas clésicas (grupos, anillos, etc.) y los espacios vectoriales. Intentamos aqui analizar
si este fendmeno de escision es propio de estos conocimientos desde su creacion, la referencia,
o si por el contrario se corresponde con transformaciones, en ocasiones inapropiadas, como
puede ocurrir por ejemplo cuando comenzamos a pensar en la ensefianza de un determinado
saber.

Se realizard un estudio exploratorio y descriptivo, basado en un andlisis documental
(Hernandez Sampieri, Fernandez Collado y Baptista Lucio, 2016; Valles, 1999) a partir de los
documentos producidos por el saber de referencia y la noosfera y nos serviremos de las

herramientas que nos proporciona la Teoria de la Transposicion Didactica (TTD) (Chevallard,
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1985) y la Teoria Antropolodgica de lo Didactico (TAD) (Ibid, 1999, 2007) para dar respuesta a

las preguntas ;Qué vinculos epistemologicos podemos identificar entre el AL y la GA? ;Puede
justificarse el fendmeno de escision entre los saberes de GA y AL a partir de razones
epistemologicas o se trata de decisiones didacticas que exceden al nivel de la referencia?

En primer lugar y por orden cronologico de su desarrollo se analizan las caracteristicas
de la GA, y luego del AL. Se realiza también una discusion entre sus puntos de encuentro,
destacando y seleccionando como ejemplos los conocimientos de proporcionalidad y linealidad
tanto en GA como en AL. Se realiza una discusion sobre las transformaciones de estos
conocimientos, seglin las referencias consideradas en el andlisis (planes de estudio, programa
de las asignaturas de AL y GA de universidades en Argentina y los libros de texto que
conforman los programas). Si bien aqui solo realizamos sucintamente una descripcion
epistemologica de los conocimientos de GA y AL, en las discusiones se recuperan los
problemas didacticos que identificamos en la ensefianza de estos conocimientos en la

Universidad.

Marco Tedrico

La Teoria de la Transposicion Didactica (TTD) (Chevallard, 1985) establece que el
saber producido en la comunidad cientifica de referencia (saber sabio) “sufre” modificaciones,
transformaciones y sustituciones hasta convertirse en un saber a ensefiar o saber escolar; por
lo tanto el saber escolar no es una copia del saber sabio sino que es la adaptacion necesaria de
¢éste. Estas transformaciones ocurren en lo que Chevallard llama nodsfera (Chevallard, 1985,
2007; Otero, 2021). Entre los documentos de la noosfera se encuentran los disefos curriculares,
los planes de estudio de las carreras, los programas de las asignaturas, los libros de texto,
materiales didacticos y las investigaciones cientificas desarrolladas en el seno de una
comunidad. El fendmeno de la transposicion pone de manifiesto otro, denominado relatividad
institucional simultanea de lo matemdtico y de lo didactico, asumiendo la existencia de una
transposicion desde la institucion en donde se pretende ensefiar (Otero, 2021). Asi ocurre en la
universidad, donde el modelo epistemologico que identificamos es el de la escision de los
saberes de GA y AL, sin considerar los problemas vinculados a la pérdida de sentido que dicha
separacion produce, y a la utilidad de estos conocimientos en la formacion de los ingenieros.

Como sefialan Bosch y Gascon (2007) la limitacion mas fuerte ocurre cuando el proceso de
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transposicion no es capaz de mantener o recrear una posible “razon de ser” de los
conocimientos, que en este caso, la universidad se propone transmitir.

La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1985, 1999), postula que
para interpretar la actividad matematica en una institucion dada es imprescindible estudiar los
procesos de construccion y las transformaciones de estos saberes desde la comunidad
productora del saber sabio hasta las transformaciones dadas al saber que se vuelve objeto de
ensenanza. El andlisis de la génesis y las transformaciones en la comunidad de referencia,
permite acercarnos al problema de la escision entre AL y GA desde otro lugar, con el objeto de
comprender si el tratamiento de estos conocimientos en la formacion de ingenieros en Argentina
obedece a restricciones de la comunidad de referencia o si existen razones de indole
epistemologica que lo justifiquen. La TAD entiende que los saberes matematicos a estudiar en
una institucion dependen de restricciones y condiciones que operan a distintos niveles.
Chevallard (2001) identifica y reune en una escala de codeterminacion didactica, una jerarquia
de niveles relativa a las formas de organizar los conocimientos a estudiar. Un esquema general
(Chevallard, 2001, 2019) se puede sintetizar asi: Humanidad < Civilizacion <> Sociedades <
Escuelas < Pedagogia < Disciplina <> Dominio <> Sector <> Tema < Cuestion. En cada una
de estas etapas, se imponen restricciones y condiciones que terminan definiendo qué se puede
estudiar de la cuestion considerada. El profesor tiene una injerencia parcial en los niveles
inferiores tales como Tema o Cuestion. Entonces, ;quién decide qué estudiar de AL y GA en
carreras de Ingenieria en Argentina? Chevallard entiende que el profesor “abandona” los niveles
superiores de la escala, no por decision propia, sino porque no tiene acceso a ellos. Los niveles
superiores son propios de quienes “piensan” el funcionamiento general del sistema sin tener

intervenciones en el aula.

La Geometria Analitica

El auge del Algebra en el siglo XVI, a partir de los trabajos de Tartaglia, Vieté y
Bombelli entre otros, posibilitd que tanto René Descartes (1596-1650) como Pierre de Fermat
(1607-1665) estudiaran geometria a partir de recursos algebraicos. Descartes publica La
Geometria (1637) como apéndice de su Discurso del Método (1637), mientras que Fermat, el
mismo afio envia al Padre Mersenne parte de sus investigaciones de 1629 contenidas en el

trabajo Introduccion a los Lugares Planos y Solidos, pero que no se publica hasta que su hijo
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lo incluye en las Varia Opera Mathematica (1679). Estos dos trabajos dan origen a lo que
conocemos como GA. En ellos, se reconoce una de las caracteristicas centrales de la GA:
asociar ecuaciones algebraicas con curvas y superficies. En concordancia con lo que sostienen
varios investigadores como Boyer (1944), Wolff (1970) y Kline (2012) el aporte definitivo de
la GA es el ser una nueva metodologia, que consiste en:
e suponer el problema resuelto;
e nombrar todos los segmentos, puntos, rectas, etc. necesarios para representar los
datos del problema, ya sean éstos conocidos (datos) o desconocidos (incdgnitas);
e determinar la ecuacion que vincule las longitudes conocidas con las
desconocidas;
e resolver la ecuacidn resultante;
e construir geométricamente la solucion.

En lo que sigue, describiremos el trabajo de Descartes y Fermat en relacion a la creacion
de la GA, como asi también algunos de los aportes de otros matematicos en los que éstos se
basaron para desarrollarla. También explicaremos a qué se hace referencia con “nueva
metodologia” para la GA y sefialaremos las diferencias que tiene ésta con la Geometria
Euclideana.

Fermat se intereso por el estudio de los lugares geométricos siguiendo lo que iniciaron
algunos gedmetras griegos, pero que a consideracion del matematico francés no pudieron

generalizar adecuadamente.

“No se puede dudar de que los antiguos se ocuparon largamente de los lugares
geométricos; lo sabemos por Pappus, quien, al principio del Libro VII,
atestigua que Apolonio habia escrito sobre lugares planos, y Aristeo sobre
lugares solidos. Pero, si no nos equivocamos, la busqueda de los lugares no
fue lo suficientemente facil para ellos. Lo conjeturamos por el hecho de que,
para muchos lugares, no dieron una declaracion suficientemente general,
como veremos mas adelante.” (Fermat, 1679, p.22)

En este mismo parrafo, Fermat ya sabe que podra generalizar y simplificar lo que los
antiguos no pudieron, gracias al recurso del algebra que florecié durante el renacimiento en
Europa. Fermat se desprende de lo que llamaba intuicion geométrica y en cambio propone una
forma de trabajo general que no se fundamente en dicha intuicion a través del estudio de los

lugares geométricos, entendidos éstos como conjunto de puntos que cumplen con determinadas
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condiciones. “Siempre que en una ecuacion final encontremos dos incognitas, tendremos un
lugar geomeétrico, el extremo de una de ellas que describe una linea recta o curva.” (Fermat,
1679, p.23). Es decir, Fermat estudia las curvas y sus propiedades a partir del estudio de las
ecuaciones correspondientes y utiliza el algebra para hacer esto.

Para el trabajo de Descartes, fueron decisivos los aportes del matematico italiano
Bombelli (1526-1572) y del matematico francés Vieté (1540-1603). Descartes busco continuar
con el trabajo de Viete referido a la construccion geométrica de raices de ecuaciones
algebraicas. En un intento de proponer una metodologia unificadora de técnicas geométricas,
en su obra La Géométrie (1637) propone la utilizacion del algebra renacentista como
procedimiento para abordar problemas de indole geométrica. Asi, entendemos que la
identificacion de ecuaciones con curvas va mucho mas alld de un cambio de registro o forma
de representar un ente matematico. Se abre camino de este modo en la resolucidon de problemas
de origen geométrico utilizando técnicas algebraicas pero también posibilita abordar problemas
algebraicos desde un enfoque geométrico. Para Descartes la solucion a un problema geométrico
no dependera ya de la habilidad del gedmetra para dibujar ciertas rectas o establecer
determinadas conexiones. Con el uso del algebra tan difundido por aquella época en Europa,
Descartes propone métodos algebraicos por sobre los geométricos en busqueda de una
metodologia amplia. A partir del uso del algebra, Descartes estd en condiciones de sortear
algunas dificultades que los griegos no pudieron. Como ejemplo, citamos parte del trabajo de
Eudoxo de Cnido (390a.C.-337a.C.) que luego Descartes utilizara y reformulara. En la Teoria
de la Proporcién, Eudoxo utiliza un dlgebra geométrica’, que consiste en la geometrizacion de
métodos algebraicos para abordar la crisis de los inconmensurables que se dio en la matematica
griega, segun consta en el libro V de los Elementos de Euclides (ca. 300 a.C./1996). Eudoxo
introdujo la nocion de magnitud, que sin ser un numero le sirvid para tratar angulos, segmentos,
areas, volimenes, que variasen de una manera continua. Una razén de magnitudes era una
proporcion, es decir una identidad de dos razones, fueran éstas conmensurables o no. Tanto el
concepto de razdon como el de proporcion sélo tenian sentido en la geometria pero no en la
aritmética, porque no trataba de nimeros que en ese entonces eran entendidos como
multiplicidad de unidades. Observemos que la distinciéon entre nimero y magnitud incluso se

traslada al enunciado y demostracion de resultados dentro de los Elementos. En el libro V, la

3 El término corresponde matematico e historiador danés Hieronymus Georg Zeuthen (1839 - 1920).

Rev. Int. de Pesq. em Didatica das Ciéncias e Matematica (RevIn), Itapetininga, v. 3, 022002, p. 1-22, 2022.

.



N4

REVISTA INTERNACIONAL
DE P!ESQLJISA EM
DIDATICA DAS CIENCIAS

E MATEMATICA

proposicion 16 dice “si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia serdan
proporcionales”, mientras que con demostracion diferente la proposicion 13 del libro VII dice
“si cuatro numeros son proporcionales, también por alternancia serdn proporcionales”
(Euclides, ca. 300 a.C./1996). Esta imposibilidad de manipular algebraicamente magnitudes
geométricas (y viceversa) la explica Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.) cuando concluye que no
podemos demostrar verdades geométricas mediante la aritmética donde los géneros son
diferentes; no se pueden adjuntar demostraciones aritméticas a lo que es incidental a las

magnitudes (a menos que las magnitudes sean numeros).

Figura 1: Vinculacién geométrica, aritmética y algebraica en la antigiiedad

. DA R R IMPERIO ROMANO
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El uso que Descartes hace del algebra como instrumento para “automatizar” y
“mecanizar” la resolucion de problemas algebraicos, nos permite afirmar como hacen otros
investigadores (Boyer, 1944; Wolff, 1970; Kline, 2012) que la Geometria Analitica que
propone el matematico francés es verdaderamente una mefodologia de trabajo. Descartes
supondra el problema resuelto y a partir de alli, es que razonara hasta encontrar esa solucion
supuesta previamente. El método al que refiere Descartes y que explica inicialmente en un
apéndice de su obra Discurso del método (1637) consiste en el establecimiento de una

correspondencia entre los puntos del plano y pares ordenados de nimeros reales, permitiendo
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asociar curvas planas y ecuaciones en dos variables, de modo que cada curva del plano tiene
asociada una ecuacion f(x,y) =0 y reciprocamente, pero ademas se establece una
correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuacion f(x,y) = 0y las propiedades
geométricas de la curva asociada. Asi, podria llegar a interpretarse a la GA como una especie
de diccionario entre el Algebra y la Geometria, pero no es tal. Por ejemplo, para hallar la
interseccion de dos curvas representadas por las ecuaciones f(x,y) = 0y g(x,y) = 0, lo que
conforma un problema geométrico se podra resolver a partir del sistema formado por ambas
ecuaciones, lo que constituye ahora un problema algebraico. Es decir, Descartes estudia las
propiedades de las ecuaciones a partir de las curvas que ésta representan.

Esta forma de hacer geometria tiene diferencias con la Geometria euclideana. Mientras
que para Euclides la construccion de una figura significa graficarla (o entender como hacerlo)
usando los postulados por €l propuestos, para Descartes significa encontrar una ecuacion
algebraica para esta figura. La innovacion en Descartes es que el dibujo propiamente dicho de
la curva ya no es importante en el sentido de que todas las propiedades (geométricas) que la
figura posea seran revelados por la ecuacion que la identifica. La manipulacion algebraica de
la ecuacion tiene un correlato con la construccion geométrica de la figura.

Otra diferencia entre la propuesta de Descartes y la Geometria euclideana surge al
considerar los problemas a resolver. Para el gedmetra griego, resolver un problema geométrico
significa comenzar con lo conocido o dado y después, gradualmente, agregar nuevas
afirmaciones (tanto proposiciones como postulados), hasta llegar a la respuesta requerida.
Como este método conduce al objetivo a través de la compilacion de varias piezas de
conocimiento adquirido previamente, se lo llama método “sintético”. Este método auna o
sintetiza muchas piezas sueltas a fin de conseguir un resultado antes desconocido. Para
Descartes, resolver un problema geométrico significa buscar la solucién como si ya se hubiera
encontrado y descomponerla (o analizarla) en partes mas pequefias donde cada componente ya
es conocida por nosotros. Este método, en consecuencia, se llama “analitico” y cuando se aplica
a la geometria ésta recibe el nombre de “Geometria Analitica” (Wolff, 1970).

Un ejemplo paradigmatico en la Geometria de Descartes es el conocido problema de
Pappus. El problema parte de que estan dados un cierto nimero de rectas, un nimero
determinado de angulos, una razén y un segmento. Se pide determinar la curva cuyos puntos

satisfacen una cierta relacion con la razéon dada. Euclides, Apolonio y Pappus pudieron
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conseguir algunas soluciones parciales a casos particulares, pero la dificultad de resolverlo de

forma general desbordaba las posibilidades de la geometria euclideana.
Descartes resuelve el problema que podria considerase de lugar geométrico usando GA,
e ilustra el uso del método aplicandolo al caso de cuatro rectas. El enunciado que hace Descartes

del problema de Pappus es el que sigue:

“Sean AB, AD, EF, GH, etc..., varias lineas dadas, debiendo hallarse un punto
como C, desde el que trazando varias lineas rectas sobre las lineas dadas, como
CB, CD, CF y CH, de modo que los angulos CBA, CDA, CFE, CHG sean
dados, y de modo tal que el resultado de la multiplicacion de una parte de estas
lineas sea igual al resultado obtenido por la multiplicacion de las otras, o bien
que guarden alguna otra proporcion dada, lo cual en nada dificulta el
problema.” (Descartes, 1637/1987, pag. 289)

Figura 2

Fuente: Descartes (1637/1987), pag. 289.

Aqui ya puede verse la diferencia con la geometria de los griegos: Descartes utiliza un
método analitico y no uno sintético; supone el punto C (es decir un punto que verifique las

condiciones del problema) y sobre €l razona hasta encontrarlo.

En primer lugar, supongo resuelto el problema y, para librarme de la confusion
de todas esas lineas, considero solamente una de las dadas y una de las que es
preciso calcular, por ejemplo AB y CB, como las principales y con las que
intento relacionar todas las otras. (Descartes, 1637/1987, pag. 290)

A continuacion sobre el punto A4 fija el origen de coordenadas, la recta AB sera el eje de

abscisas y la recta BC el de ordenadas, de manera que el segmento 4B mida x mientras que el
segmento BC mida y. Con las consideraciones iniciales, todos los dngulos y distancias a las

diferentes rectas pueden determinarse en funcion de x, y y el dngulo determinado por los ejes
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de referencia. Seguidamente fija incognitas convenientemente para las diferentes razones y
mediante sustituciones consigue una expresion para el lugar geométrico propuesto.

Es preciso destacar, por otra parte, que hay claros puntos de contacto entre la geometria
griega y la GA. Esta tiltima terminé siendo la respuesta a la cuestion de unificar la geometria
con la aritmética y con el algebra. Los intentos que hasta ese momento hubo en referencia a
esta cuestion fueron primero a través de la teoria de las proporciones de Eudoxo, que conforman
el libro V de los Elementos de Euclides, y posteriormente durante el Renacimiento a partir del
florecimiento del pensamiento algebraico, donde se buscéd una analogia entre las operaciones
aritméticas sobre los nimeros y las construcciones geométricas que utilizaban lineas rectas y
circulos, pero en ambos casos resultaron insuficientes. Es cierto que los algebristas pudieron
justificar geométricamente los algoritmos para resolver ecuaciones lineales cuadraticas y
cubicas a partir de teoremas publicados en los Elementos como puede consultarse en
Charbonneau (1996); sin embargo, un algebra de magnitudes geométricas como la que se
propuso tiene la limitacion del espacio y la dimensionalidad. Descartes aborda el problema
creando un “calculo geométrico” a partir de un dalgebra de segmentos. Para ello, la teoria de las
proporciones de los Elementos es fundamental en las definiciones que Descartes propone. De
esta forma, define la multiplicacion, division y raiz cuadrada de segmentos a partir de la teoria
de proporciones de la geometria euclideana, pero aclara que no haré esas operaciones como los

griegos sino que le basta con designar a cada una de ellas con una letra e indicar con a + b,
a . . . .
a—b,aby - Su suma, diferencia, producto o cociente. Del mismo modo, a?, b3, Va2 + b2,...

designan potencias o raices.

Vemos que la proporcionalidad desde Eudoxo hasta Descartes fue un concepto
subyacente en la constitucion de la GA: primero para abordar la crisis de los inconmensurables
que se dio en la matemadtica griega y permitio el capitulo V de los Elementos, pero también
durante el siglo XVII en las definicion de las operaciones de multiplicacion, division y raiz
cuadrada de segmentos.

En la linea de tiempo que presentamos a continuacion, ademas de resefar los aportes
que ya describimos, complementamos con otros resultados que fueron tenidos en cuenta por
Descartes y Fermat y que permiten dimensionar la evolucion que tuvieron algunas ideas
matematicas que se registran durante el siglo XVII a.C. hasta que durante el siglo XVII d.C.

finalmente terminan de configurar lo que conocemos como GA. En estos casi 33 siglos de
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trabajo hubo aportes desde diferentes culturas: al comienzo de este camino hubo ejemplos

notables y cada vez mads sofisticados de como la geometria podia pensarse en términos
algebraicos. Primero fue el caso del algebra geométrica y la relacion entre cantidades
conmensurables y segmentos o areas de rectangulos; después la idea de representar curvas a
partir de un sistema de referencia hasta que finalmente con la influencia que tuvo el Algebra

durante los siglos XVI y XVII, Descartes y Fermat desarrollan la GA.

Figura 3: Nacimiento de la GA

RENACIMIENTO EUROPEO

1572: Raffaele Bombelli publica su "Algebra"
en la que se basaran Fermat y Descartes

para crear la Geometria Analitica 1629: Fermat escribe

"Ad locos planos et solidos isagoge”,
una de las obras fundantes de la Geometria Analitica

1

E [ ' I Bl 1

1500 1550 1600 1630

1591: Francois Viéte publica "Arte Analitica” y luego
"Logistica Speciosa", donde propone una construccion
geomeétrica de operaciones algebraicas y de las soluciones
de las ecuaciones. Estos trabajos seran fundamentales
para Fermat y Pascal.

v
1637: Descartes publica "La Geometria".
una de las obras fundantes de la Geometria Analitica

La Proporcionalidad y el Algebra Lineal

Identificar el origen del AL nos lleva a estudiar las matematicas de las civilizaciones
antiguas, donde cada una desarroll6 diferentes técnicas ad hoc para resolver ecuaciones lineales.
Existen registros de problemas que fueron abordados mediante un razonamiento que involucra
la proporcionalidad y las ecuaciones lineales (o sistemas de ellas) en muchas y diversas
civilizaciones; de ahi que con el titulo La proporcionalidad y el Algebra Lineal proponemos
sintetizar los principales desarrollos alcanzados en ese sentido.

Las civilizaciones egipcia (3150 a.C. — 31 a.C.) y babilonia (1895 a.C.— 539 a.C.)
utilizaron la proporcionalidad para calcular impuestos, hacer célculos astronomicos y
mercantiles, y calcular por ejemplo areas de terrenos y volimenes de silos. Por otra parte, la
nocion de linealidad, se puede identificar a partir de los problemas que se plantean y sus

soluciones. En el papiro Rhind (1650 a.C.) se han planteado y resuelto algunos problemas
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cotidianos a través de ecuaciones lineales de la formax + ax = b o x + ax + bx = ¢. A modo «

de ejemplo damos los problemas 24, 28 y 33 y la ecuacion de primer orden que en cada caso

corresponde. La resolucion que en el papiro se da a cada uno de los problemas requiere conocer
los modos de sumar y multiplicar numeros del Antiguo Egipto, pero puede consultarse la

resolucion completa de todos los problemas en Robins y Shute (1987).

Tabla 1. Ejemplos del papiro Rhind (con notacién moderna)

Problema Notacion actual
Problema 24. Una cantidad (cualquiera) mas una 1
séptima parte se convierte en 19. ;Cual es la X+ 7x =19
cantidad?
Problema 28. A una cantidad junto con sus dos 2 1 2
tercios se le quita un tercio de la suma para obtener (x + §x> 3 (x + §x> =10
10. ;Cuadl es la cantidad?
Problema 33. La suma de una determinada cantidad 2 1 1
con sus dos tercios, su mitad y su una séptima parte X+ 3x + 2% + 7X = 37

es 37. ;Cual es la cantidad?

Durante el imperio babilonio se resolvian sin dificultad ecuaciones lineales, cuadraticas
y sistemas de ecuaciones lineales como el famoso problema sobre los dos anillos de plata que

corresponde al problema 18 de una tablilla conservada en el Museo Britanico (BM 85196):

“Hay dos anillos de plata: la séptima parte del primer anillo y la onceava del
segundo se rompen, de modo que lo que se rompe pesa 1 shequel. El primero
disminuido en su séptima parte, pesa tanto como el segundo disminuido en
sus onceava parte. ;Cuanto pesaban originalmente los anillos de plata?” (BM
85196)

En la matematica griega, también identificamos la proporcionalidad y la linealidad en
gran cantidad de problemas de indole geométrica. Por ejemplo, en la memoria cientifica que
Arquimedes escribe a Eratdstenes llamada EI Método (siglo III a.C.) se utilizan métodos
mecanicos y geométricos para determinar areas de superficies curvas y volimenes de sélidos.
Los métodos geométricos empleados por Arquimedes se basan en la teoria de las razones y
proporciones establecida por Eudoxo y recopiladas por Euclides. Damos algunas proposiciones
como ejemplos: “Las piramides que tienen la misma altura y tienen triangulos como bases son
entre si como sus bases” (Euclides, ca. 300 a.C./1996, p.278), que puede también entenderse

como que el volumen de una piramide es proporcional al area de su base; “Los poligonos
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semejantes inscritos en circulos son uno a otro como los cuadrados de los diametros”

(Euclides, ca. 300 a.C./1996, p.267); “Los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus
diametros” (Euclides, ca. 300 a.C./1996, p.268); “Las esferas guardan entre si una razon
triplicada de la de sus respectivos diametros” (Euclides, ca. 300 a.C./1996, p.310). De esta
ultima podemos decir que el volumen de una esfera es proporcional al cubo de su didmetro, o
de otra forma: el volumen tiene una relacion lineal con el cubo de su didmetro y una relacion
no lineal con el diametro.

En China hay registros de que en la dinastia Han (206 a.C. — 220 d.C.) aparecen
porcentajes, el uso de proporciones y problemas relacionados con el calculo de impuestos, de
manera que es posible identificar la nocion de proporcionalidad. Por ejemplo en el tratado
“Nueve capitulos sobre el Arte Matematico” (s. 11 a.C.) aparecen estos dos problemas, el
primero corresponde a un sistema de ecuaciones lineales mientras que el segundo es sobre

proporciones:

“Supongamos que 3 bing de mijo de calidad alta, 2 bing de mijo de calidad
media, 1 bing de mijo de calidad baja producen 39 dou; que 2 bing de mijo de
calidad alta, 3 bing de mijo de calidad media, 1 bing de mijo de calidad baja,
producen 34 dou; que 1 bing de mijo de alta calidad, 2 bing de mijo de media
calidad, 3 bing de mijo de baja calidad, producen 26 dou; se pregunta cuanto
produce un bing de mijo de alta calidad, de media calidad, de baja calidad
respectivamente.” (Chemla y Shuchun, 2004, pp. 9-10)

“Supongamos que un buey, un caballo y una oveja se han comido las plantas
de alguien y que el duefio de las plantas reclama 5 dou de mijo como
compensacion por ello, que el duefio de la oveja dice: ‘mi oveja se comid la
mitad de lo que comio el caballo’, y el duefio del caballo: ‘mi caballo se comio
la mitad de lo que comi6 el buey’. Si suponemos que queremos compensarle
(al propietario de las plantas) ponderando segin los grados, preguntamos
cuanto paga cada uno.” (Chemla y Shuchun, 2004, p. 285)

Sin embargo, ni en documentos como el Papiro de Rhind u otros de caracteristicas
similares (Papiro de Moscu, Papiros de Lahun, Papiros de Berlin, EMLR, ...), ni en los tratados
de Arquimedes, Eudoxo, Euclides, etc., ni en los trabajos de los matematicos chinos se registran
técnicas y métodos generales de resolucion ni tampoco estudios acerca de la posibilidad de
resolucion o cantidad de soluciones que pueda tener el problema analizado, sea ésta una
ecuacion lineal o un sistema de ecuaciones lineales. En cada uno de los casos que
ejemplificamos se estudiaban problemas especificos y concretos, pero no habia una

generalizacion de las técnicas de resolucion. El estudio de técnicas generales, las preguntas del
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tipo ;todo sistema de ecuaciones tiene solucion? ;cudntas y de qué tipo? ;Habrd algun «

procedimiento sistematico para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales?...tendran

lugar en el siglo XVIII y dara lugar a lugar a lo que conocemos como AL.

Figura 4: Tres momentos destacados de los precursores del AL

P IMPERIO EGIPCIO R
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1650 aC: El papiro Rhind contiene una
gran cantidad de problemas que conducen
a ecuaciones lineales y a sistemas
de ecuaciones lineales.

300 aC: En los "Elementos" de Euclides
se indentifica a la proporcionalidad
y la linealidad en problemas de
naturaleza geométrica.

A4

200 dC: En los "Nueve capitulos sobre el Arte Matematico"

aparecen problemas sobre proporciones, ecuaciones lineales
y sistemas de ecuaciones lineales.

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales que comenz6 durante el siglo XVIII
surge a partir del concepto de determinante. La idea de determinante fue publicada inicialmente
por el matematico japonés Takakazu Seki (1642 - 1798) en su obra Método para Resolver los
Problemas Disimulados (1683) en la cual introduce métodos matriciales similares a los usados
por los matematicos chinos antes de nuestra era (que explicamos en la introducciéon de este
trabajo) y ademas introduce los determinantes. Seki calculd determinantes (aunque el término
no aparece en la literatura matematica hasta 1801) de matrices de tamafio 5 X 5. Por la misma
época pero en Europa, Leibniz, quien estaba interesado por la resolucion general de ecuaciones
algebraicas, comienza el estudio de sistemas de ecuaciones lineales. Le comunica a I’Hdspital
una forma de resolver sistemas de ecuaciones lineales al estilo de Cramer. Por ejemplo, el

sistema de ecuaciones lineales en las incognitas 2, 3 y 4 lo escribe:

12,2+ 13,3+ 144—-119=0 Proba:24 + 39 + 56 aqu. 119
22,2+ 23,3+244—-209=0 Proba:44 + 69 + 96 equ. 209
32,2+ 33,3+ 34,4—299 =0 Proba: 64+ 99 + 136 aqu.299
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Las constantes 119, 209 y 299 corresponden a los valores numéricos correspondientes

a la suma y que sirven para control en los calculos. Para la incognita 4, Leibniz escribe

—12,23299 + 12,33 209 — 22,33 119 + 13,22 ...— 13,32 ...+ 23,32 ...
—12,2334 + 12,33 24— 22,3314 + 13,22 ...— 13,32 ... + 23,32 ...

4 2qu.

Gabriel Cramer (1704 - 1752) inicia su estudio sobre determinantes en su obra

Introduction a l'analyse des lignes courbes algebriques (1750). En esta obra, Cramer intenta
determinar una curva algebraica de grado n que pase por %nz + %n puntos dados, lo que

conduce a la resolucion de un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas que el propio
Cramer resuelve utilizando la regla que lleva su nombre, aunque no da una demostracion de su
validez. Durante el siglo X VIII el estudio de las ecuaciones lineales se hacia a través del estudio
de los determinantes, por lo que no se consideraban sistemas lineales que no fuesen cuadrados.
La observacion de que un sistema de n ecuaciones en n incognitas no tiene necesariamente una
unica solucion, sino que es necesario establecer algunas condiciones para que ello ocurra, es de
Euler quien desde ese momento tenia la idea de la dependencia de una ecuacion con respecto a
las otras, aunque no daba condiciones precisas. Por ejemplo, Euler en su obra Sur une
Contradiction Apparente dans la Doctrine des Ligna Courbes (1750), observé que en el sistema
formado por las ecuaciones 3x — 2y =5, y 4y = 6x — 10, no es posible determinar las
incognitas x e y, ya que la segunda ecuacion puede escribirse de la forma 6x — 4y = 10, y por
lo tanto mas alla de ser el doble de la primera ecuacion, no difiere de ésta en nada. El mismo
Euler propone un ejemplo similar para sistemas lineales de tres ecuaciones y concluye que
cuando se requiere determinar tres incognitas, es suficiente contar con tres ecuaciones y una
restriccion adicional sobre éstas, que debe ser lo suficientemente diferente como para que una
de las ecuaciones no esté comprendida en las otras. Si bien los términos “comprendida” y
“suficientemente diferente” no fueron explicitados claramente, en los textos actuales estariamos
hablando de dependencia e independencia lineal (Dorier, 1995). Superada definitivamente la
etapa de estudiar técnicas aisladas para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales se pasa
al estudio sistematico de los mismos desde un punto de vista teoérico, lo que daréd lugar a los

conceptos de dependencia e independencia lineal, y en definitiva al inicio del AL.
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La nocion fundamental de espacio vectorial se encuentra en el trabajo de Grassmann
(1844) “Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik”, que fue
desestimado en su momento por la comunidad matematica, fundamentalmente porque resulto
dificil de entender. En ese trabajo, Grassmann defini6 un espacio vectorial como el conjunto de
combinaciones lineales ), a;e; (i = 1,2, ...,n), donde a; son numeros reales y e; “unidades”,
que se supone que son linealmente independientes. A continuacion definié la suma, resta y
multiplicacion por nimeros reales de la manera habitual, seguida de una lista de “propiedades
fundamentales”: las leyes conmutativas y asociativas de la suma y varias leyes que se ocupan
de la multiplicacion por los escalares. Prob6 ademés varios resultados sobre los espacios
vectoriales, incluida la relacion fundamental dim V +dim W =dim (V+W)+dim (VNW) para
los subespacios V 'y W de un espacio vectorial. Peano retoma el trabajo de Grassmann al
reconocer su valor. En su libro Calcolo Geometrico (1888), el matematico italiano finalmente
da una definiciéon axiomatica de un espacio vectorial sobre los niimeros reales, que llamé
“sistema lineal”. Lo que Peano llama “Célculo Geométrico” es lo que actualmente se denomina
“Algebra Lineal”. Resulta patente esta identificacion a partir de lo que el matematico italiano

explica en el prefacio de su libro:

“El calculo geométrico, en general, consiste en un sistema de operaciones
realizadas sobre entidades geométricas, similares a las que el algebra realiza
sobre los numeros. Permite expresar con formulas los resultados de
construcciones geométricas, representar con ecuaciones proposiciones de
geometria y sustituir una transformacion de ecuaciones por un razonamiento.
El calculo geométrico presenta una analogia con la geometria analitica; se
diferencia en que, mientras que en la geometria analitica los calculos se hacen
sobre los nimeros que determinan las entidades geométricas, en esta nueva
ciencia los calculos se hacen sobre las entidades mismas.” (Peano, 1888, p. v)

El propio Peano reconoce que su trabajo intenta difundir la obra de Grassmann, pero
ademas explica la fuerte vinculacion entre su calculo geométrico (nuestra AL) y la GA en donde
presenta a ésta como un caso particular. Finalmente, destacamos la definicion que da Peano en

el capitulo 9 de un sistema lineal:

“Existen sistemas y entes sobre los que se dan las siguientes definiciones:

1. Se define la igualdad de dos entes @ y b del sistema, es decir, una
proposicion, indicada con una @ = b, que expresa una condicion entre dos
entes del sistema, satisfecha por ciertos pares de entes, y no por otros, y
que satisface las ecuaciones logicas:
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(a=b)y=(b=a),(a=b)n(b=c) < (a=rc).
2. Se define la suma de dos entes a y a, es decir, un ente, indicado con a +

b, que también pertenece al sistema dado, y que cumple las condiciones:

(@a=b)<(a+c=b+c)a+b—-b+aa+(b+c)=(a+b)+c

y el valor comun de los dos miembros de la Gltima igualdad se indicara con

a+b+c.

3. Siendo a un ente del sistema, y m un nimero entero y positivo, con la
escritura ma significaremos la suma de m entidades iguales a a. Es facil
de reconocer, siendo a,b,... entes del sistema, m, n, ... nimeros enteros y
positivos, que

(a=Db) < (ma = mb); m(a+b) =ma+ mb; (m+n)a
= ma + na; m(na) = (mn)a; la = a.
Asumiremos que hay un significado para la escritura ma, cualquiera que
sea el numero real m, pero de forma en que todavia se satisfagan las
ecuaciones anteriores. La entidad ma se dirda que es el producto del
numero (real) m para el ente a.

4. Finalmente supondremos que hay un ente del sistema, que diremos ente
nulo y que indicaremos con un 0, de modo que cualquiera que sea la
entidad a, el producto del nimero 0 por el ente a dara siempre ¢l ente 0,
es decir: 0a = 0.

Si a la escritura a — b se le da el significado a + (—1)b se deduce: a —
a=0,a+0=a.

Definicion: Los sistemas de entes para los que se dan las definiciones 1, 2, 3,

4, de tal manera que se cumplan las condiciones impuestas son sistemas

lineales.” (Peano, 1888, pags. 141-142)

Peano defini6 ademas la dependencia lineal (de la misma manera que lo hacemos
actualmente) y la dimension de un sistema lineal como el médximo niimero de entes que son
independientes y pueden generar al sistema. Enunci6 y demostré el teorema que establece que
todo elemento de un sistema de dimension n puede escribirse como combinacion lineal de n
elementos linealmente independientes, y llamé coordenadas de un ente a los escalares de esa

combinacion lineal.

Figura 5: Momentos finales en la creacion del AL
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1888. Peano publica "Calcolo geométrico"
basado en el trabajo de Grassman y da comienzo
formalmente al estudio del Algebra Lineal T

‘ . — — : ‘ . .
1680 1720 ,L 1760 1800 1840 1880

1750. Cramer publica

"Introduction a I'analyse des lignes courbes algebriques"

1683: Seiki publica "Método para resolver los problemas disimulados”

donde surge por primera vez la idea de determinante. 1884. Grassman publica
"Die Lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik", que
fue desestimado inicialmente pero
recuperado por Peano.

La figura 5 permite sintetizar los ultimos resultados y publicaciones necesarias para que
hoy podamos hablar de AL. En el inicio de este recorrido pueblos y culturas diferentes
resolvieron con técnicas ad-hoc ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales. Sin
embargo no fue hasta el siglo XVIII que los matematicos comenzaron a hacerse preguntas ya
no por el problema que devenia en una ecuacidn o un sistema de ellas, sino por la existencia de
solucion para tales problemas o las condiciones respecto de la unicidad de esa soluciéon. Ya en
el siglo XIX la revision de los trabajos de Grassmann por parte del matematico italiano G.
Peano sentaron las bases no solamente para responder las preguntas de los matematicos del
siglo XVIII, sino que permitieron la resolucién y modelizacion de problemas mucho mas
complejos con el estudio de lo que actualmente conocemos como espacios vectoriales y que

constituyen el corazéon del AL.

Discusion

La GA se constituye sélidamente en la comunidad matematica a partir de los trabajos
de René Descartes (1637) y Pierre de Fermat (1629), quienes se aprovecharon del desarrollo
del Algebra durante el renacimiento. Prueba de esto est4 en los intentos parciales que hicieron
otros matematicos casi 2000 afos antes, entre los que se destacan Eudoxo (330 aC) con la
Teoria de las Proporciones y Apolonio (200 aC) con las secciones conicas. Como una
caracteristica destacada mencionamos que la proporcionalidad esta presente en todo este
desarrollo: desde la teoria propuesta por Eudoxo, utilizdndolo para el problema de los
inconmensurables, hasta las operaciones con segmentos que define Descartes como
proporcionalidad geométrica, motivo por el cual la nocion de proporcionalidad permite

ejemplificar y explicar la génesis y transformaciones en esta parte del desarrollo.
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El AL surge definitivamente a partir del trabajo de Peano (1888), pero como evolucion
de un proceso historico que se inici6 cuando las civilizaciones egipcia y babilonia respondieron
preguntas que surgian de problemas concretos como la medicion de terrenos o céalculos de
impuestos, entre otros; que remiten a situaciones de proporcionalidad y linealidad desde su
génesis. El proceso continu6 cuando la comunidad matematica ya no se hizo preguntas sobre
problemas concretos sino sobre la matematica que permite dar respuestas a esos problemas.
Durante el siglo XVIII comienzan las investigaciones sobre la compatibilidad y cantidad de
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales. Esto da lugar a la nocion de combinacion lineal
y de independencia lineal.

Desde un punto de vista epistemologico confirmamos que los conocimientos de GA y
AL no se constituyeron como partes separadas que convergen a un mismo sector del
conocimiento. Se pueden identificar en sus desarrollos en el tiempo, que hay conocimientos
matematicos comunes abordados desde la GA y el AL que se consolidan con los desarrollos de
esta ultima disciplina, pero con fines y alcances distintos. Por ejemplo la proporcionalidad y la
linealidad son conocimientos comunes tanto en GA como en AL. En GA la proporcionalidad
se utiliza primero para definir operaciones con segmentos, luego operaciones con vectores y
hasta las operaciones con rectas y planos. Sin embargo, en AL una idea fundamental es la de
combinacion lineal, que no es mas que una generalizacion de la idea de proporcionalidad en
GA. Con relacion a la linealidad, entendida como generalizacion de la proporcionalidad, desde
la GA podriamos definirla como planos formados por vectores linealmente independientes, y
en AL como el subespacio generado por los mismos. Este niicleo comun entre la linealidad y la
proporcionalidad justifica la importancia de no considerar a los conocimientos de GA y AL
como partes separadas de un mismo problema, ya que muchos problemas geométricos y sus
generalizaciones son resueltos por métodos algebraicos, y algunas cuestiones algebraicas

también en términos geométricos.

Conclusiones

El fenémeno de escision identificado entre los conocimientos de GA y AL en una misma
materia del ciclo basico de la formacién de ingenieros en Argentina, no obedece a razones
epistemologicas. En este sentido, estudiar los saberes de GA y AL como dos partes separadas,

pareceria tener un modelo epistemologico conducente a eliminar las razones de ser 'y el sentido
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de estos conocimientos. Queda abierta la necesidad de investigar especificamente en qué
niveles de la escala de codeterminacion diddctica se ubican las razones de la pérdida de sentido
del AL y la GA en la universidad, aunque no podemos perder de vista que es en la noosfera
donde se llevan a cabo las orientaciones que exceden a las Instituciones y a los profesores con
relacion a los conocimientos que se proponen a ensefiar. Esto involucra un estudio de los planes
del ciclo basico, los programas de AL y GA en carreras de ingenieria, y de libros de texto
contenidos en dichos programas. Del analisis documental podremos identificar sien la
propuesta, dichos saberes aparecen juntos o separados. Pero el problema de la pérdida de
sentido excede a las referencias. Por otro lado, aceptamos que los profesores no tienen
injerencia en la decision de qué matemadtica se estudia en el ciclo béasico de las carreras de
ingenieria, pero si son los responsables de recuperar preguntas como ;por qué? y ;para qué?
estudiar GA y AL conjuntamente. Una respuesta a estas preguntas pueden encontrarla en un

estudio epistemologico que involucre estos conocimientos.
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